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Abstract 
A second-order backward-difference mixed finite element (MFE) method for modified regularized 
long wave (MRLW) equation is proposed and discussed in this paper. The spatial direction is ap-
proximated by the mixed Galerkin method using mixed linear space finite elements, and the time 
direction is considered by backward difference scheme with second-order convergence rate. The 
optimal error estimates for u in L2 and H1-norms and its flux q = ux and in L2-norm are derived. 
Some numerical results are given to test our theoretical analysis and illustrate the efficiency of the 
studied method. 
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摘  要 

本文针对修正的RLW方程提出并讨论了一种二阶向后差分的混合有限元方法。在空间方向上使用混合
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Galerkin有限元方法来近似，在时间上采用向后差分二阶离散格式来近似。并且得到了方程的未知解u
在L2模和H1模下的最优误差估计以及 xq u= 在L2模下的最优误差估计。为了对数值理论进行有效性验证，

我们通过一些数值算例给出一些数值模拟结果。 
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1. 引言 

本文考虑带有初边值条件的修正 RLW 方程问题： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2

0

6 0, ,

, , 0, ,

,0 , ,

t x x xxtu u u u u x t I J

u a t u b t t J

u x u x x I

µ + + − = ∈ ×
 = = ∈
 = ∈

                      (1.1) 

其中 ( ),I a b= ， [ ]( )0, 0J T T= < < ∞ 。初始函数 ( )0u x 为已知函数，系数 µ 为正常数。 
近几年来，物理、生物、流体力学等研究领域均出现了很多的非线性现象，而这些现象都可以由一

些非线性发展方程的数学模型来描述。特别地是，越来越多的学者将关注点放在了非线性色散波研究领

域中较为重要的非线性 RLW 方程中[1]。孤立波在非线性分散介质中是波包或脉冲，由于非线性和色散

影响之间的动态平衡，这些波的波形会保持不变，而孤波是一种非常特殊的类型，在与其他波进行碰撞

后波形依然保持不变。RLW 方程对于更为一般的 KdV 方程是一种非线性分散波的替代描述。我们考虑

文献[1]-[23]中的数学理论以及数值方法。文献[5]中讨论了 RLW 方程解的存在性和唯一性，因为只有在

有限的初边值条件下方程才有解析解，因此他们将焦点放在了数值的角度。在一些文献中已经有很多针

对 RLW 方程的数值方法，比如差分方法[5] [6] [15]，基于 Galerkin 和排列原则的有限元方法[7] [8] [9] [10] 
[11]，混合有限元方法[12] [13] [14] [23]，无网格法[16]等。 

Mei 和 Chen [18]针对 RLW 方程研究了基于 Galerkin 方法的显式两步方法。在本文中，我们的目的

是对修正 RLW 方程研究一种显式两步混合元法，利用混合 Galerkin 方法逼近空间方向，向后二阶差分

格式逼近时间方向。我们在全离散显式两步混合格式下，得到了未知函数 u 在 2L 模和 1H 模下最优误差估

计和其辅助变量 xq u= 基于 2L 模最优误差估计，并与其他的数值方法的准确性进行了比较。通过与文献

[18] [24] [25]中的数值方法进行比较，我们得到了 u 与 xq u= 的近似值。 
文章的整体结构如下所示，第二部分中，给出了一个显式多步混合方法以及数值过程。第三部分中，

证明了 u 与 xq u= 分别在 2L 模和 1H 模下基于二阶向后差分混合方法的最优误差估计。第四部分中，给出

一些数值算例，对理论的结果进行数值验证，最后对整篇论文做了总结。在整篇文章中，C 表示一般的

正常数，与剖分步长 h 与 t∆ 无关。 

2. 混合有限元数值方法 

引入辅助变量 xq u= ，我们可以将方程(1.1)整理为如下形式： 
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xu q=                                          (2.1) 
26 0.t xtu q u q qµ+ + − =                                   (2.2) 

要得到方程(2.1)~(2.2)的混合弱形式，也就是找到{ } [ ] ( )1 2
0, : 0,u q T H L∗ Ω 使得如下系统成立： 

( ) ( ) ( )2, , ,xu w q w w L= ∀ ∈ Ω                                 (2.3) 

( ) ( ) ( ) ( )2 1
0, , 6 , , 0,t t xu v q v u q v q v v Hµ+ + + = ∀ ∈ .                        (2.4) 

使 hV 与 hW 分别为 1
0H 和 ( )2L Ω 的有限维子空间，其定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1
0, , , 0 ,

jh h h h k j j h h hIV v v C I v P I I T v a v b H= ∈ ∈ ∀ ∈ = = ⊂  

( ) ( ){ } ( )2 2, , ,
jh h h h r j j hIW w w L w P I I T L= ∈ Ω ∈ ∀ ∈ ⊂ Ω  

其中 hT 为小区间的集合，即将 [ ],I a b= 剖分为 N 个子区间，分别为 1,j j jI x x + =  ， ( )0,1,2, , 1j N= − ，

1j j jh x x+= − ，
0 1
max jj N

h h
≤ ≤ −

= ， ( )m jP I 表示在 jI 中小于等于 m 的多项式。方程(2.3)和(2.4)的半离散混合有

限元方法就是找到{ } [ ], : 0,h h h hu q T V W× ，使得： 

( ) ( ), , , ,hx h h h h hu w q w w W= ∀ ∈                                (2.5) 

( ) ( ) ( )( ) ( )2, , 6 , , 0, .ht h h h h h h ht hx h hu v q v u q v q v v Vµ+ + + = ∀ ∈                    (2.6) 

3. 二阶向后差分混合方法和最优误差估计 

3.1. 二阶向后差分方法和相关定理 

在这部分，我们将对修正的 RLW 方程在二阶向后差分混合有限元下讨论先验误差估计。对于整个

离散过程，我们对时间区间 [ ]0,T 进行剖分， 0 10 Nt t t T< < < < = ，其中步长为 t T N∆ = ，N 为正整数。

φ为 [ ]0,T 上的光滑函数，定义 ( )n
ntφ φ= ，以及

1 1
2 1 3 4

2

n n n
n

t
u u uu

t

+ −
+ − +

∂ =
∆

。在时间 1nt t += 处，方程(2.3)-(2.4)

有如下形式； 

( ) ( ) ( )1 1
2, , , ,n n

xu w q w w L+ += ∀ ∈ Ω                              (3.1) 

( ) ( ) ( )( ) ( )21 1 1 1 1 1
0, , 6 , , 0, .n n n n n

t t xu v q v u q v q v v Hµ+ + + + ++ + + = ∀ ∈                  (3.2) 

将方程(3.1)~(3.2)在时间方向上利用向后二阶差分近似，我们得到线性化的时间离散形式： 

( ) ( ) ( )1 1
2, , , ,n n

xu w q w w L I+ += ∀ ∈                              (3.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 22 1 2 1 1 1 1

1 1 1 1
1 2 3 0

, , , 6 2 ,

, , 6 , , ,

n n n n n n n
t t x

n n n
x

u v q v q v u q u q v

v v v v H

µ

τ τ τ

+ + + − −

+ + +

∂ + ∂ + + −

= + + ∀ ∈
                (3.4) 

其中 
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( ) ( )( ) ( )

1 2 1 1
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1 2 1 1
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n n n
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                         (3.5) 
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引理 3.1：(文献[26])对于 1, 1, 2,3n
i iτ + = ，下列估计成立： 

1 1 1 2
1 2 3 .n n n C tτ τ τ+ + ++ + ≤ ∆                                 (3.6) 

引理 3.2：(文献[26])对于数列{ }nw ，下列不等式成立： 

( ) 2 2 2 22 1 1 1 1 11, 2 2 .
4

n n n n n n n n
t w w w w w w w w

t
+ + + + − ∂ ≥ + − − − −  ∆

                (3.7) 

现在我们需要在 h hV W× 中找到一组{ }1 1,n n
h hu q+ + 满足： 

( ) ( )1 1, , , ,n n
hx h h h h hu w q w w W+ += ∀ ∈                              (3.8) 

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 1 2 1 1 1 1, , , 6 2 , 0, .n n n n n n n
t h h t h hx h h h h h h h h hu v q v q v u q u q v v Vµ+ + + − −∂ + ∂ + + − = ∀ ∈          (3.9) 

为了先验误差估计的理论分析，针对我们的方程引入了一些投影。 
引理 3.3：(文献[12] [17] [27])若存在一个非线性算子 ( )2:h hL WΠ Ω → 使得下式成立 

( ), 0, ,h hx h hq q v v V−Π = ∈                                (3.10) 

则下面的估计式成立： 
1

1 ,k
h kq q Ch q+

+
−Π ≤                                  (3.11) 

引理 3.4：(文献[12] [17] [27])对于任意的 1
0u H∈ 成立 

( ), 0, ,x h x h h hu P u w w W− = ∈                                (3.12) 

则有 
1

11
k

x h x h ku P u h u P u Ch u+
+

− + − ≤                             (3.13) 

为了全离散误差估计，我们将误差可以写为： 

( ) ( ) ,n n n n n n n n
h h h hu u u P u P u u η ς− = − + − = +  

( ) ( ) .n n n n n n n n
h h h hq q q q q q ρ ξ− = −Π + Π − = +  

联立方程(3.10)，(3.13)，(3.3)，(3.4)，(3.8)和(3.9)，在 1nt t += 处可以得到如下的误差方程： 

( ) ( )1 1 1, , , ,n n n
h x h h hw w w Wξ ρ ς+ + ++ = ∀ ∈                           (3.14) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 22 1 2 1 1 1 1 1

1 1 2 1 1 1 1
1 2 3

, , 6 2 ,

, , , , 6 , , .

n n n n n n n n n n
t h t hx h h h h h

n n n n n n
h t h h hx h h h

v v u q u q u q u q v

v v v v v v V

ς µ ξ

ρ ξ η τ τ τ

+ + − − − −

+ + + + + +

 ∂ + ∂ + − − − 
 

+ + = − ∂ + + + ∈
       (3.15) 

3.2. 最优误差估计 

这部分中将得到全离散最优误差估计，并且获得了如下的定理 3.5 
定理 3.5：已知 0 0,h h h hu V q W∈ ∈ ，则 

( )
( )

1 2

2

1

,

.

n n n n k
h h

n n k
h

u u q q C h t

u u C h t

+− + − ≤ + ∆

− ≤ + ∆
 

证明：由(3.14)可得 
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( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1, , , , ,n n n
t h t x h t h h hw w w w Wξ ς ρ+ + +∂ = ∂ − ∂ ∀ ∈                      (3.16) 

在(3.15)和(3.16)中分别令 1n
hv ς += ， 1n

h xw µς += ，可以得到下面方程 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 1 1 2 1 1

2 2 2 22 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3

22 2 2 21 1 1 1

2 21 1
1

, ,

, 6 2 ,

, , , 6 ,

2

n n n n
t t x x

n n n n n n n n n n n
t x h h h h

n n n n n n n n n
x

n n n n n n n n
h h h h

n n n

u q u q u q u q

C u q u q u q u q

ς ς µ ς ς

µ ρ ς ς

ρ ξ ς τ ς τ ς τ ς

ρ ξ τ

+ + + +

+ + − − − − +

+ + + + + + + + +

− − − −

+ +

∂ + ∂

 = ∂ − − − − 
 

+ + + + +


≤ − − −



+ + +
2 2 2 2 21 1 1 1 1

2 3 .n n n n
xτ τ ς ς+ + + + + 

+ + + + 


           (3.17) 

现在我们估计不等式可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

22 2 2 21 1 1 1

2
2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1

2 22 22 2

1

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

2

2 2

.

n n n n n n n n
h h h h

n n n n n n n n n n n n
h h h h h h

n
j j j j j j j j

h h
j n

n n n n n n n n

u q u q u q u q

u q q u u q u q q u u q

C u u u q

C

ξ ρ η ς

ρ ρ η η ξ ξ ς ς

− − − −

− − − − − −

∞ ∞ ∞∞= −

− − − −

− − −

  ≤ − + − − − + −    

 
≤ + + + + 

 

≤ + + + + + + +

∑
       (3.18) 

在方程(3.14)中，我们令 1n
hw ξ += ，使用 Cauchy-Schwarz 不等式可以得到 

( )2 2 21 1 1 .n n n
xCξ ρ ς+ + +≤ +                                (3.19) 

现在联合方程(3.17)，(3.18)，(3.19)可以得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 1 1 2 1 1

2 2 2 22 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3

12 2 2 2 2 21 1 1 1
1 2 3

1

22 1

, ,

, 6 2 ,

, , , 6 ,

n n n n
t t x x

n n n n n n n n n n n
t x h h h h

n n n n n n n n n
x

n
n n n n i i

x
i n

n
t

u q u q u q u q

C

ς ς µ ς ς

µ ρ ς ς

ρ ξ ς τ ς τ ς τ ς

ρ τ τ τ ς ς

ρ

+ + + +

+ + − − − − +

+ + + + + + + + +

+
+ + + +

= −

+

∂ + ∂

 = ∂ − − − − 
 

+ + + + +

≤ + + + + +


+ ∂

∑

2 2 2 21 1 .n n n nρ ρ η η− − 
+ + + + 



             (3.20) 

利用引理 3.2，并且用 4 t∆ 乘方程(3.20)，我们得到 

( )

2 2 2 21 1 1

1 1 1 1

12 2 2 2 2 21 1 1 1
1 2 3

1

2 2 2 2 22 1 1 1

2 2

.

n n n n n n

n
n n n n i i

x
i n

n n n n n
t

C

ς ς ς ς ς ς

ρ τ τ τ ς ς

ρ ρ ρ η η

+ + −

+
+ + + +

= −

+ − −

+ − − − −

≤ + + + + +



+ ∂ + + + + 



∑                    (3.21) 

对 n 求和并使用离散 Gronwall 引理，可以得到： 
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(
)

2 2 2 21 1 1

1 1 1 1

2 2 2 21 1 1 1
1 2 3

2 2 2 2 22 1 1 1

2 2

.

n n n n n n

n n n n

n n n n n
t

C

ς ς ς ς ς ς

ρ τ τ τ

ρ ρ ρ η η

+ + −

+ + + +

+ − −

+ − − − −

≤ + + +

+ ∂ + + + +

                       (3.22) 

联立方程(3.20)和(3.19)可以得到 

(
)

2 2 2 2 21 1 1 1 1
1 2 3

2 2 2 2 22 1 1 1 .

n n n n n

n n n n n
t

Cξ ρ τ τ τ

ρ ρ ρ η η

+ + + + +

+ − −

≤ + + +

+ ∂ + + + +
                    (3.23) 

联立方程(3.22)~(3.23)，引理 3.3~3.4 以及三角不等式可以得到定理中的结论。 

4. 数值实验 

在这部分中，为了检验显式两步方法的有效性和准确性，我们给出了不同时间层上单波传播以及双

波碰撞数值算例。为了检验数值格式的守恒，我们可以考虑如下三个不变量： 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
1

2222
2

1

2424
3

1

d ,

d ,

d .

Nb n
ja

j

Nb nn
x j x ja

j

Nb nn
x j x ja

j

I u x h u

I u u x h u u

I u u x h u u

µ µ

µ µ

=

=

=

= ≈

  = + ≈ +   

  = − ≈ −   

∑∫

∑∫

∑∫

 

其中 1 2 3, ,I I I 通常被称为质量，动量和能量。 
我们考虑 MRLW 方程(1.1)，其单波解为 

( ) ( )( )( )0, sech 1u x t c p x c t x= − + −                             (4.1) 

其中
( )1

cp
cµ

=
+

， 0x 和 c 是任意的常数。变量的解析值为 

2

1 2 3
2 2 4 2, , .

3 3 3
c c pc c pcI I I

p p p
µ µπ

= = + = −  

我们讨论单孤立波的运动，并且令初始条件为 

( ) ( )( )0,0 sechu x c p x x= −                                 (4.2) 

其中 01, 20c x= = 。在整个过程中，我们令 0 100,0 10x t≤ ≤ ≤ ≤ 。 
表 1 中，令空间剖分的步长为 0.125h = ，时间剖分的步长为 0.0125t∆ = ，表中列出了三个不变量

1 2 3, ,I I I 在不同时间 2,4,6,8,10t = 的具体数值。从表中的结果可以看出我们的方法对不变量保持的是比较

好的。 
表 2 中，令空间剖分步长固定为 0.125h = ，得到了 u 在不同时间层 2, 4,6,8,10t = 上，时间剖分步长

为 0.025,0.05,0.1t∆ = 时，在 2L 模下的最优误差结果。从表 2 中我们容易看到时间的收敛阶为 2。同理，q
的相关结果在表 3 中体现。 

表 4 中，我们固定时间剖分步长为 0.01t∆ = ，得到了 u 在不同时间层 2,4,6,8,10t = 上，空间剖分步

长为 0.2,0.4,0.8h = 下的 2L 模最优误差结果。从表中易知，在空间方向上的收敛阶为 2。同理，q 的相关
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结果在表 5 中体现。 
 
Table 1. Invariants of single solitary wave. 1 20,125, 0.0125, 1, 0.5h t c c= ∆ = = =  
表 1. 孤立波的不变量。 1 20,125, 0.0125, 1, 0.5h t c c= ∆ = = =  

时间 I1 I2 I3 

准确值 4.4429 3.2998 1.4142 

2 4.4429 3.2999 1.4143 

4 4.4429 3.3000 1.4143 

6 4.4429 3.3000 1.4144 

8 4.4429 3.3001 1.4145 

10 4.4429 3.3001 1.4145 

 
Table 2. Convergence order and error in L2-norm for u of time. 0.125, 1h c= =  
表 2. u 的 L2误差和时间收敛阶。 0.125, 1h c= =  

时间 Δt=0.025 Δt=0.05 Δt=0.01 Order(0.025/0.05) Order(0.05/0.1) 

2 0.0028  0.0111  0.0461  1.9871  2.0542  

4 0.0036  0.0178  0.0886  2.3058  2.3154  

6 0.0041  0.0256  0.1483  2.6424  2.5343  

8 0.0049  0.0355  0.2298  2.8570  2.6945  

10 0.0058  0.0475  0.3346  3.0338  2.8164  

 
Table 3. Convergence order and error in L2-norm for q of time. 0.125, 1h c= =  
表 3. q 的 L2误差和时间收敛阶。 0.125, 1h c= =  

时间 Δt=0.025 Δt=0.05 Δt=0.01 Order(0.025/0.05) Order(0.05/0.1) 

2 0.0035  0.0129  0.0519  1.8819  2.0084  

4 0.0036  0.0164  0.0779  2.1876  2.2479  

6 0.0040  0.0221  0.1242  2.4660  2.4905  

8 0.0045  0.0299  0.1918  2.7321  2.6814  

10 0.0052  0.0398  0.2799  2.9362  2.8141  

 
Table 4. Convergence order and error in L2-norm for u of space. 0.01, 1t c∆ = =  
表 4. u 的 L2误差和空间收敛阶。 0.01, 1t c∆ = =  

时间 h=0.2 h=0.4 h=0.8 Order(0.02/0.4) Order(0.4/0.8) 

2 0.0027  0.0111  0.0562  2.0395  2.3400  

4 0.0048  0.0203  0.0919  2.0804  2.1786  

6 0.0070  0.0303  0.1334  2.1139  2.1384  

8 0.0094  0.0406  0.1768  2.1107  2.1226  

10 0.0118  0.0510  0.2211  2.1117  2.1161  
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Table 5. Convergence order and error in L2-norm for q of space. 0.01, 1t c∆ = =  
表 5. q 的 L2误差和空间收敛阶。 0.01, 1t c∆ = =  

时间 h=0.2 h=0.4 h=0.8 Order(0.02/0.4) Order(0.4/0.8) 

2 0.0026  0.0105  0.0533  2.0138  2.3437  

4 0.0042  0.0176  0.0818  2.0671  2.2165  

6 0.0061  0.0260  0.1167  2.0916  2.1662  

8 0.0080  0.0346  0.1532  2.1127  2.1466  

10 0.0100  0.0433  0.1905  2.1144  2.1374  

 

 
Figure 1. Surface for exact solution u 
图 1. 精确解 u 

 

 
Figure 2. Surface for numerical solution uh 
图 2. 数值解 uh 

 

图 1 为精确解 u 在 ( ) [ ] [ ], 0,100 0,10x t ∈ × 下的三维图像，图 2 为 0.2, 0.02h t= ∆ = 时，数值解 uh的三

维图像。从图 1 和图 2 可以看出，数值解 uh 很好的近似了精确解 u。图 3 和图 4 分别为 q 的精确值与

0.2, 0.02h t= ∆ = 下的数值解 qh 的三维对比图，我们可以看出数值解 qh 很好的近似了精确解 q。 
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Figure 3. Surface for exact solution q 
图 3. 精确解 q 

 

 
Figure 4. Surface for numerical solution qh 
图 4. 数值解 qh 

 

 
Figure 5. Comparison between u and uh 
图 5. u 和 uh对比图 
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Figure 6. Comparison between q and qh 
图 6. q 和 qh对比图 

 

 
Figure 7. Numerical solution uh 
图 7. 数值解 uh 

 

 
Figure 8. Numerical solution qh 
图 8. 数值解 qh 
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图 5 表示在 0.2, 0.02h t= ∆ = 时，不同时间层 2,4,6,8,10t = 上数值解 uh 和精确值 u 的对比图。同理，

图 6 为 q 的相关对比图。图 5 和图 6 表示的单孤立波朝右运动时 u 和 q 保持波形和速度不变。可以看出

数值解 uh 和 qh 可以很好的近似精确值 u 和 q。 
图 7 和图 8 表示的是单孤立波在不同时间层 2,4,6,8,10t = 的三维线图。 
从上述表 1~5 和图 1~8 的分析，我们知道数值结果与定理 3.6 中的理论结果是比较吻合的，并且也

验证了的我们的方法对于 MRLW 方程的有效性。 

5. 结论 

所本文中，我们对于 MRLW 方程提出并分析了一种显式二阶向后差分的混合有限元方法，即在空间

方向上利用混合有限元方法，在时间方向上使用二阶向后差分方法。我们讨论了方法的数值过程，对该

方法的全离散格式证明了相关的理论结果，并且与其他数值相比较，我们获得了很好的误差收敛阶。从

数值算例的结果可以看到，我们的方法对于 MRLW 方程是比较有效的。 
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