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Abstract 
This paper deals with a class of two-point boundary value problems for differential equation sys-
tem with parameters. Using fixed point index theory, existence of one positive solution and two 
positive solutions are obtained to this class of systems. 
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摘  要 

本文研究了一类含参数微分方程组的两点边值问题。运用不动点指数理论，我们得到了方程组存在一个

正解以及两个正解的结果。 
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1. 引言 

近年来，四阶微分方程边值问题广泛出现在医学、物理学、生物学等领域，受到了学者的密切关注。

由于四阶边值问题起源于弹性梁状态问题的数学模型，此类问题研究比较活跃，有很多学者对四阶方程

两点边值问题运用锥拉伸锥压缩不动点定理，上下解方法，单调迭代方法等进行了很好的研究[1]-[7]，但

是有关复合型的微分方程组边值问题的研究并不多见。文献[8]研究了如下四阶复合型微分方程组边值问

题多个正解的存在性： 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ )
( ) ( ) ( ) [ ] [ )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 , , , 0,1 0, ,

, , , 0,1 0, ,

0 1 0 1 0,

0 1 0.

u t f t v t v

v t g t u t u

u u u u

v v

 = ∀ ∈ × +∞


′′− = ∀ ∈ × +∞


′′ ′′= = = =
 = =

 

其中非线性项 [ ] [ ) [ )( )0,1 0, , 0,f C∈ × +∞ +∞ ， [ ] [ ) [ )( )0,1 0, , 0,g C∈ × +∞ +∞ ，且 ( ),0 0g t ≡ 。 
受以上文献的启发，本文将考察如下含有 µλ， 的一类耦合奇异半正微方程组的两点边值问题，通过

讨论 ,λ µ的取值，得出 ,λ µ对其正解的存在性及多解性的影响。方程如下： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

4
1

2

, , , 0,1 ,

, , , 0,1 ,

0 1 0 1 0,

0 1 0.

u t h t f t u t v t t

v t h t g t u t v t t

u u u u

v v

λ

µ

 = ∀ ∈

 ′′− = ∀ ∈


′′ ′′= = = =


= =

                           (1) 

假设方程满足如下条件： 
(H1) [ ] [ ) [ ) [ ), : 0,1 0, 0, 0,f g × +∞ × +∞ → +∞ ，且 ,f g 连续； 

(H2) [ ]1 0,1ih L∈ ， ( ) 0ih t ≥ ，对 [ ]0,1t∀ ∈ ， ( )
3
4
1
4

d 0ih t t >∫ ，其中 1,2i = ； 

(H3) , 0λ µ > ，且为常数。 
定义 [ ] [ ]( )0,1 0,1 ,E C R= × 为定义在闭区间 [ ] [ ]0,1 0,1× 上全体连续函数构成的集合，在 [ ]0,1C 上定义

范数
[ ]

( )
0,1

max
x

u u x
∈

= ， ( ) [ ], 0,1u v C∀ ∈ ，在 E 中取范数 ( ) ( ) ( )2 2
,u v u t v t= + 。为了叙述方便，我们

引入下列记号 

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

0
0 2 2 , ,, 0 0

0
0 2 2 , ,, 0 , 0

, , , ,
lim inf , lim sup , lim inf , lim sup

, , , ,
lim inf , lim sup , lim inf , lim sup

u v u vu v u v

u v u vu v u v

f u v f u v f u v f u v
f f f f

u v u v u v u v
g u v g u v g u v g u v

g g g g
u v u v u v u v

+ +

+ +

∞
∞ →∞ →∞→ →

∞
∞ →∞ →∞→ →

= = = =
+ + + +

= = = =
+ + + +

，
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
1 3 1 3, ,
4 4 4 4

1 1, 0, 0, min t , min t , 0,1
4 4t t

K u v E u t v t u u v v t
   ∈ ∈      

 
 = ∈ ≥ ≥ ≥ ≥ ∀ ∈ 
  

 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2019.82026
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


钟璇 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.82026 229 应用数学进展 
 

显然 K 为 E 中的正规锥。 

2. 预备知识 
引理 1 [1]：(锥拉伸与锥压缩不动点定理)设 1Ω 与 2Ω 是无穷维实 Banach 空间 E 中的两个有界开集，

并且 1 1 2θ ∈Ω ⊂ Ω ⊂ Ω ， ( )2 1: \A P P∩ Ω Ω → 是全连续算子，如果下列条件之一满足： 

1) 1 2, ; ,Ax x x P Ax x x P≤ ∀ ∈ ∩∂Ω ≥ ∀ ∈ ∩∂Ω 。 

2) 2 1, ; ,Ax x x P Ax x x P≤ ∀ ∈ ∩∂Ω ≥ ∀ ∈ ∩∂Ω 。 

则算子 A 在 ( )2 1\P∩ Ω Ω 中有不动点。 

引理 2 [4]：边值问题
( ) ( )

( ) ( )

0, 0,1

0 1 0

u t t

u u

′′− = ∈


= =
的格林函数为： ( )

( )
( )

1 , 0 1
,

1 , 0 1

s t s t
G t s

t s t s

− ≤ ≤ ≤= 
− ≤ ≤ ≤

且具有下

列性质： 
1、当 [ ], 0,1t s∈ 时，有 ( ) ( )0 , ,G t s G t t≤ ≤ ， ( ) ( )0 , ,G t s G s s≤ ≤ 。 

2、 ( ) ( ) [ ]1 1 3, , , , , , 0,1
4 4 4

G x s G t s t x s ≤ ∀ ∈ ∀ ∈  
。 

由此问题(1)的解等价于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

1 1
10 0

1
20

, , , d d , 0,1

, , d , 0,1

u t G t s G s h f u v s t

v t G t s h s g u s v s s t

λ τ τ τ τ τ

µ

 = ∀ ∈

 = ∀ ∈

∫ ∫

∫
 

的解。 
记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 1
10 0

, , , , d d , 0,1u v G t s G s h f u v s tλ τ τ τ τ τΦ = ∀ ∈∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1
20

, , , d , 0,1u v G t s h s g u s v s s tµΨ = ∀ ∈∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1
1 10 0

, , d d , 0,1Pu t G t s G s h u s u Cτ τ τ τ= ∀ ∈∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1
2 20

, d , 0,1P v t G t s h s v s s v C= ∀ ∈∫ ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, , ,P u v t Pu t P v t u v E= ∀ ∈,  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ), , , , , ,H u v t f u t v t g u t v t u v Kλ µ= ∀ ∈  

定义算子： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1 2

1 1 1
1 20 0 0

, , ,

, , , d d , , , d

T u v PH u v Pu t P u t

G t s G s h f u v s G t s h s g u s v s s

λ µ

λ τ τ τ τ τ µ

= =

= ∫ ∫ ∫
 

显见问题(1)的解等价于算子 T 的不动点。 
引理 3：若方程满足(H1)-(H3)，则算子 T 是全连续的，且 ( )T K K⊂ 。 

证明：由全连续算子的定义易证算子 T全连续，下证 ( )T K K⊂ 。由引理 1性质 2得 ( ) ( )1 , ,
4

G x s G t s≤ ，

1 3,
4 4

t  ∀ ∈   
， [ ], 0,1x s∀ ∈ ，则 ( ),u v K∀ ∈ ，当

1 3,
4 4

t  ∈   
时，有 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( )( )

1 1 1
1 20 0 0

1 1 1
1 20 0 0

, , , , d d , , , d

1 , , , d d , , , d
4
1 ,
4

T u v t G t s G s h f u v s G t s h s g u s v s s

G x s G s h f u v s G x s h s g u s v s s

T u v x

λ τ τ τ τ τ µ

λ τ τ τ τ τ µ

=

≥

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

即 ( )( ) ( )
1 3,
4 4

1min , ,
4t

u v t u v
 ∈  

Φ ≥ Φ ， ( )( ) ( )
1 3,
4 4

1min , ,
4t

u v t u v
 ∈  

Ψ ≥ Ψ ，所以 ( )T K K⊂ 。 

引理 4 [9]：设 L： [ ] [ ]0,1 0,1C C→ 为线性全连续算子，且 ( )L K K⊂ ，其中 K 是 [ ]0,1C 中的锥，如

果存在 [ ] ( )0,1 \C Kϕ ∈ − 及常数 0c > ，使得 cLϕ ϕ≥ ，则 L 的谱半径 ( ) 0r L ≠ 且 L 有一个相应于第一个特

征值 ( )( ) 1
1 r Tλ

−
= 的正特征函数 1ϕ ，即 1 1 1Lϕ λ ϕ= 。 

引理 5：设(H1)-(H3)成立，则算子 T 的谱半径 ( ) 0r T ≠ ，且 T 有一个对应于第一个特征值 ( )( ) 1
1 r Tλ

−
=

的正特征函数。 
证明：因为T为全连续算子，且 ( )T K K⊂ 。由条件(H1),(H2)知存在 ( )0 0,1t ∈ ，使得 ( ) ( )0 0 0, 0, 1, 2iG t t h t i> =

因此，存在[ ] [ ], 0,1α β ⊂ ，使得对于 ( )0 ,t α β∈ ，满足 ( ) ( ), 0iG t s h s > ， [ ], ,t s α β∀ ∈ 。 
取 [ ]0,1i Cϕ ∈ ，满足 ( ) [ ] ( )00, 0,1 , 0i it t tϕ ϕ≥ ∀ ∈ > 且 ( ) [ ]0, ,i t tϕ α β= ∉ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

1 1
1 1 1 10 0

1
1 10

, , d d

, , d d 0, ,

P t G t s G s h s

G t s G s h s t
β

α

ϕ τ τ ϕ τ τ

τ τ ϕ τ τ α β

=

≥ > ∀ ∈

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1
2 2 2 2 2 20

, d , d 0, ,P t G t s h s s s G t s h s s s t
β

α
ϕ ϕ ϕ α β= > > ∀ ∈∫ ∫  

又由(H3)： , 0λ µ > ，以及T PH= 可得，存在常数 0c > ，使得 [ ], 0,1cT tϕ ϕ≥ ∈ 。由引理 4 得算子 T
的谱半径 ( ) 0r T ≠ ，且 T 有一个对应于第一个特征值 ( )( ) 1

1 r Tλ
−

= 的正特征函数。 

设 1λ 为线性边值问题
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4
1 , 0,1

0 1 0 1 0

u t h t u t t

u u u u

λ = ∀ ∈


′′ ′′= = = =
的第一个特征值， 1µ 为线性边值问题

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 , 0,1

0 1 0

v t h t v t t

v v

µ′′− = ∀ ∈


= =
的第一个特征值，则 1 1, 0λ µ > 。从而 1P 的谱半径 1

1

1 0r
λ

= > ， 2P 的谱半径

2
1

1 0r
µ

= > 。假设它们相对应的特征函数分别为 1 2,ϕ ϕ 。则满足 ( ) ( )1

0
0i ih t tϕ >∫ ，否则如果 ( ) ( )1

0
0i ih t tϕ =∫ ，

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12
1 1 1 1 1 1 1 10 0 0

, , d d d 0r t P t G t s G s h s M hϕ ϕ τ τ ϕ τ τ τ ϕ τ τ= = ≤ =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 2 2 2 2 2 20 0

, d d 0r t P t G t s h s s s M h s s sϕ ϕ ϕ ϕ= = < =∫ ∫  

其中 ( ) [ ]{ }max , , , 0,1M G t s t s= ∈ ，从而矛盾，不妨设 ( ) ( )1

0
1, 1, 2i ih t t iϕ = =∫ .在 E 上定义泛函： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 20

, d , ,z u v t h t u t t h t v t t u v Eϕ ϕ= + ∀ ∈  ∫  

则对 ( ),u v P∀ ∈ ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3
4 4

1 1
4 4

1 1 2 2
1, d d
4

z u v u t h t t v t h t tϕ ϕ ≥ + 
 ∫ ∫ 。令 ( ) ( )

3
4
1
4

d , 1, 2i i im t h t t iϕ= =∫ ，

1 2
1 1min ,
4 4

m m m =  
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则 

( ) ( ) ( )1 2
1, ,
4

z u v u m v m m u v≥ + ≥                               (2) 

并且满足： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
1 1 1 2 2 20 0 0 0

1 1 1 1
1 1 1 2 2 20 0 0 0

1 1 1 1
1 1 1 2 2 20 0 0 0

, , , d d , d d

, , d d , d d

, , d d , d d

z P u v t h t G t s G s h u s t h t G t s h s v s s t

t h t G t s G s h u s t h t G t h v t

h u G s G s t h t t t s h v G t h t t t

ϕ τ τ τ τ ϕ

ϕ τ τ τ τ ϕ τ τ τ τ

τ τ τ ϕ τ τ τ ϕ τ

 = +  

 = +  

 = +  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1 2 2 20

, dz P u v h u r h v rτ τ ϕ τ τ τ ϕ τ τ= +  ∫                       (3) 

3. 主要结果 

定理 1：若条件(H1)~(H3)成立，且 0 0
1 1,f f g gλ λ λ µ µ µ∞ ∞< < < < ，则问题(1)至少有一个正解。 

证明：以下证明分两步 
1) 由 0 0

1 1,f gλ λ µ µ< < 可得 ( )0,1 , 0dδ∃ ∈ > 且充分小，使得当 ( ) ( ), , ,u v K u v d∈ ≤ 时，对 [ ]0,1t∀ ∈ ，

恒有 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1 1, 1 , , 1f u t v t u t v t g u t v t u t v tλ δ λ µ δ µ≤ − + < − + 。 

令 ( ) ( ){ }, ,dB u v E u v d= ∈ < ，假设存在 ( )1 1, du v K B∈ ∩∂ 和 ( )1 0,1t ∈ 满足 ( ) ( )1 1 1 1 1, ,u v t T u v= ，则由

(3)式得 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 2 2 1 20

1 1

1 2 2
1 1 1 1 2 2 1 10

1 2 2
1 1 1 1 1 1 2 20

, , ,

1 1, , d

1 d

1 , 1 d

z u v t h T u v z PH u v

h t t f u t v t h t t g u t v t t

h t t u t v t h t t u t v t t

z u v v t h t t u t h t t t

ϕ λ ϕ µ
λ µ

δ ϕ ϕ

δ δ ϕ ϕ

= ≤

 
= + 

 

 ≤ − + + + 

 ≤ − + − + 

∫

∫

∫

 

即 ( ) ( ) 2
1 1, 2 1z u v dδ δ≤ − ，由(2)式得 ( ) ( )1 1 1 1, ,z u v m u v m dδ δ δ≥ = ，即

( )2 1
md δ
δ

>
−

，这与 d 充分小

矛盾。根据不动点指数的同伦不变性得 ( ) ( ), , , , 1d di T K B K i K B Kθ∩ = ∩ = 。 
2) 由 1 1,f gλ λ µ µ∞ ∞< < 可得， ( )0,1 , 0dδ∃ ∈ > ，使得当 2 2u v d+ > 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1f u v u t v tλ δ λ≥ + + ， ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1g u v u t v tµ δ µ≥ + + 。又当 2 2u v d+ ≤ 时， 

( ) ( ), , ,f u v g u v 有界，故存在常数 0C > ，使得当 2 2u v d+ ≤ 时，对 ( ) [ ], , 0,1u v K t∀ ∈ ∀ ∈ ，恒有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, 1 , , 1f u t v t u t v t C g u t v t u t v t Cλ δ λ µ δ µ≥ + + − ≥ + + −  

取
2CR

mδ
> ，令 ( ) ( ){ }, ,RB u v E u v R= ∈ < ，假设存在 ( )2 2, Ru v K B∈ ∩∂ 和 2 0t ≥ 满足 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 1 2, , ,u v T u v t x x= + ，其中 ( ) { }1 2, \x x K θ∈ ，则由(3)可得 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 1 2 2 2

1
1 1 2 2 2 2 2 20

1 1

1
1 1 2 2 2 2 2 20

2 2

, , , ,

1 1, , d

1 d 2

1 , 2

z u v z T u v t z x x z PH u v

h t t f u t v t h t t g u t v t t

h t t u t v t h t t u t v t t C

z u v C

ϕ λ ϕ µ
λ µ

δ ϕ ϕ

δ

= + ≥

 
≥ + 

 
 ≥ + + + + −  

≥ + −

∫

∫
 

所以 ( )2 2, 2z u v Cδ ≤ ，这与 ( ) ( )2 2 2 2, , 2z u v m u v m R Cδ δ δ≥ = > 矛盾，从而假设不成立。故当 R 充分

大时 ( ), , 0Ri T K B K∩ = 。再由不动点指数的可加性，得 ( ), \ , 0 1 1 0R di T K B B K∩ = − = − ≠ 。从而算子 T
至少有一个不动点，即方程至少有一个解。 

定理 2：若条件(H1)~(H3)成立，且 0 1 0 1,f f g gλ λ λ µ µ µ∞ ∞> > > > ，则问题(1)至少有一个正解。 
证明：以下证明分两步 
1) 由 0 1 0 1,f gλ λ µ µ> > 可得 ( )0,1 , 0dδ∃ ∈ > ，使得当 ( ) ( ), , ,u v K u v d∈ ≤ 时，对 [ ]0,1t∀ ∈ ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
1 1, 1 , , 1f u t v t u t v t g u t v t u t v tλ δ λ µ δ µ≥ + + ≥ + +  

假设存在 ( )3 3, du v K B∈ ∩∂ 和 [ )3 0,t ∈ +∞ ，满足 ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 4, , ,u v T u v t x x= + ，其中 ( ) { }3 4, \x x K θ∈ ,
则由(3)可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

3 3 3 3 3 3 4 3 3

1
1 1 3 3 2 2 3 30

1 1
1 2 2

1 1 3 3 2 2 3 30

3 3

, , , ,

1 1, , d

1 d

1 ,

z u v z T u v t z x x z PH u v

h t t f u t v t h t t g u t v t t

h t t u t v t h t t u t v t t

z u v

ϕ λ ϕ µ
λ µ

δ ϕ ϕ

δ

= + ≥

 
≥ + 

 
 ≥ + + + + 

≥ +

∫

∫
 

即 ( )3 3, 0z u vδ ≤ ，这与(2)式 ( ) ( )3 3 3 3, , 0z u v m u v m dδ δ δ≥ = > 矛盾，从而假设不成立。由不动点指

数的缺方向性知，当 d 充分小时，有 ( ), , 0di T K B K∩ = 。 
2) 又由 1 1,f gλ λ µ µ∞ ∞> > 可得， ( )0,1 , 0cδ∃ ∈ > ，使得 ( ) [ ], , 0,1u v K t∀ ∈ ∈ 时，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, 1 , , 1f u t v t u t v t c g u t v t u t v t cλ δ λ µ δ µ≤ − + + ≤ − + +  

取 R 充分大，满足 ( )2 1 2mR R cδ δ> − + ，假设存在 ( )4 4, Ru v K B∈ ∩∂ 和 ( )4 0,1t ∈ 满足 

( ) ( )4 4 4 4 4, ,u v t T u v= ，则由(3)式得 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4 4 4 4 4

1
1 1 4 4 2 2 4 40

1 1

1
1 1 4 4 2 2 4 40

1
4 4 1 1 4 2 2 40

, , ,

1 1, , d

1 d 2

1 , 1 d 2

z u v t h T u v z PH u v

h t t f u t v t h t t g u t v t t

h t t u t v t h t t u t v t t c

z u v h t t v t h t t u t t c

ϕ λ ϕ µ
λ µ

δ ϕ ϕ

δ δ ϕ ϕ

= ≤

 
= + 

 
 ≤ − + + + +  

 = − + − + + 

∫

∫

∫

 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
4 4 1 1 4 2 2 40

2 24
4 4

, 1 d 2

2 1 2 2 1 2

z u v h t t v t h t t u t t c

u v c R c

δ δ ϕ ϕ

δ δ

 ≤ − + + 

≤ − + + = − +

∫
 

又因为 ( ) ( )4 4 4 4, ,z u v m u v m Rδ δ δ≥ = ，从而 ( )2 1 2mR R cδ δ≤ − + 。这与 R 的选取矛盾，故当 R
充分大时，有 ( ), , 1Ri T K B K∩ = 。再由不动点指数的可加性得 ( ), \ , 1 0 1 0R di T K B B K∩ = − = ≠ 。从而算
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子 T 至少有一个不动点，即方程至少有一个解。 
定理 3：若条件(H1)~(H3)成立，对于 0 1 0 1 1 1, , ,f g f gλ λ µ µ λ λ µ µ∞ ∞> > > > ，若存在数 0ρ > ，使得当

2 2 2 2,u v p qρ ρ+ ≤ + ≤ 时，恒有 

( ) ( )
2

2 2 2 2
2, ,f u v g p q

P
ρλ µ+ <

 

成立，其中
[ ]

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1
1 20 0 00,1 0,1

max max , , d d , max , , d
t t

P G t s G s h s G t s h s g u s v s sτ τ τ
∈ ∈

= ∫ ∫ ∫ ，那么问题(1)

至少有两个正解。 
证明：令 ( ) ( ){ }, ,B u v E u vρ ρ= ∈ < ，其中 dρ > ，若存在 ( ),u v K Bρ∈ ∩∂ 和 [ ]0,1t∀ ∈ ，满足

( ) ( ) ( ) 22 22 2 2,u t v t u v u v ρ+ ≤ + = = ，由 ( ) ( )
2

2 2 2 2
2, ,f u v g p q

P
ρλ µ+ < 可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

[ ]
( ) ( )( )

[ ]
( ) ( )( )

22

2
2 2 2 2

20,1 0,1

, , , ,

max , max ,
t t

H u v f u t v t g u t v t

f u t v t g u t v t
P

λ µ

ρλ µ
∈ ∈

=

= + ≤  

从而 ( ) ( ) ( )1, , ,T u v P H u v P P u vρ ρ−≤ ≤ = = ，故由锥压缩定理知 ( ), , 1i T K B Kρ∩ = 。 
利用定理 1 的第二步和定理 2 的第一步证明及不动点指数的可加性可得 

( ), \ , 1 0 1 0di T K B B Kρ∩ = − = ≠ ， ( ), \ , 0 1 1 0Ri T K B B Kρ∩ = − = − ≠  

由不动点指数的可解性知，算子 T 在 \ dK B Bρ∩ 和 \RK B Bρ∩ 中分别至少有一个不动点，所以问题(1)
至少有两个正解。 

定理 4：若条件(H1)-(H3)成立，对于 0 0
1 1 1 1, , ,f g f gλ λ µ µ λ λ µ µ∞ ∞< < < < ，若存在数 0ρ > ，使当

2 2

4
u vρ ρ≤ + ≤ ， 2 2

4
p qρ ρ≤ + ≤ 时，恒有 

( ) ( )
2

2 2 2 2
2, ,f u v g p q

a
ρλ µ+ >

 

成立，其中
[ ]

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( )
3 3

1 4 4
1 21 100,1 0,1

4 4

min max , , d d , max , , d
t t

a G t s G s h s G t s h s g u s v s sτ τ τ
∈ ∈

  =  
  

∫ ∫ ∫ ，则问题(1)至

少有两个正解。 

证明：若存在 ( ),u v K Bρ∈ ∩∂ 和
1 3,
4 4

t  ∀ ∈   
，满足 ( ) ( ) ( )2 2 21 ,

4 4
u v u t v tρ ρ= ≤ + = ，

( ) ( )
2

2 2 2 2
2, ,f u v g p q

P
ρλ µ+ > 得 

( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
2 2

2 21 1 12
1 20 0 00,1 0,1

2 23 3
1 4 4

1 21 100,1 0,1
4 4

2 2 2 2 2 2

,
4

, max , , , d d max , , d

max , , , d d max , , d

min , ,
u v

T u v G t s G s h f u v s G t s h s g u s v s s

G t s G s h f u v s G t s h s g u s v s s

a f u v g u v

τ τ

τ τ

ρ ρ

λ τ τ τ τ τ µ

λ τ τ τ τ τ µ

λ µ ρ

∈ ∈

∈ ∈

 + ∈  

= +

   
≥ +      

   

≥ + > =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) 2
,u v
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即 ( ) ( ), ,T u v u v≥ ，故由锥压缩定理知， ( ), , 0i T K B Kρ∩ = 。 
利用定理 1 的第一步和定理 2 的第二步证明及不动点指数的可加性可得 

( ), \ , 0 1 1 0di T K B B Kρ∩ = − = − ≠ ， ( ), \ , 1 0 1 0Ri T K B B Kρ∩ = − = ≠  

由不动点指数的可解性知，算子 T 在 \ dK B Bρ∩ 和 \RK B Bρ∩ 中分别至少有一个不动点，所以问题(1)
至少有两个正解。 
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