
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2019, 8(4), 716-730 
Published Online April 2019 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2019.84082  

文章引用: 丁瀛帆. 特殊矩阵行列式的计算[J]. 应用数学进展, 2019, 8(4): 716-730.  
DOI: 10.12677/aam.2019.84082 

 
 

Computation of the Determinants of Special 
Matrices 

Yingfan Ding 
College of Automation, Beijing University of Technology, Beijing 

 
 
Received: Apr. 3rd, 2019; accepted: Apr. 18th, 2019; published: Apr. 25th, 2019 

 
 

 
Abstract 
Matrix and determinant are often encountered in science and engineering. The characteristic po-
lynomial and eigenvalues of a matrix require computing its determinant. Aiming at some special 
matrices, this paper discusses the calculation problems of some determinants, including the cha-
racteristic polynomials of some special matrices. 

 
Keywords 
Matrix, Determinant, Characteristic Polynomial 

 
 

特殊矩阵行列式的计算 

丁瀛帆 

北京工业大学自动化学院，北京  
 

 
收稿日期：2019年4月3日；录用日期：2019年4月18日；发布日期：2019年4月25日 

 
 

 
摘  要 

矩阵和行列式在科学与工程中经常遇到。矩阵的特征多项式、特征值都需要计算其行列式。本文针对一

些特殊矩阵，讨论其行列式的计算问题，包括特殊矩阵的特征多项式的计算。 
 
关键词 

矩阵，行列式，特征多项式 

 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2019.84082
https://doi.org/10.12677/aam.2019.84082
http://www.hanspub.org


丁瀛帆 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.84082 717 应用数学进展 
 

Copyright © 2019 by author and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

矩阵、行列式、特征值、特征多项式是线性代数和矩阵论中的基本内容。矩阵特征多项式与特征值

的计算与矩阵的行列式密切相关。友矩阵是一类特殊矩阵，在现代控制理论中经常用到，友矩阵中的非

零元与其特征值多项式的系数有一一对应关系。友矩阵有四种基本类型，最近文献[1]讨论了友矩阵间的

变换关系，文献[2]研究了特殊矩阵的矩阵指数的计算方法。严坤妹讨论了一类矩阵特征值多项式的计算

问题[3]。冯纯伯研究了矩阵多项式特征值的计算[4]。 
本文章侧重于讨论特殊矩阵的行列式计算以及特殊矩阵的特征多项式的求法。使用不同技巧和方法，

从不同的角度进行分析，合理地利用行列式的运算性质以及特殊的求解方法，比如归纳法等，从而对一

些特殊的行列式的求解方法进行探究与比较，还包含从求解方法当中提炼出来的引申与思考。 

2. 计算友矩阵特征多项式和行列式 

在现代控制理论中，友矩阵(companion matrix)在传递函数的状态空间规范型实现中非常有用，其特

征多项式的计算非常重要。友矩阵有四种形式。n 阶友矩阵具有下列形式： 

1 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

n n

n

a a a a−− − − − 
 
 
 =
 
 
 
 

A







    



， 

它的转置矩阵也是友矩阵，沿斜对角线转置矩阵也是友矩阵。这四个友矩阵具有相同的特征值多项

式。 
设 nI 是 n 阶单位阵。友矩阵的特征值多项式 

( )

1 2 1

1 0 0
: 0 1 0 0

0 0 1

n n

n

s a a a a
s

f s s

s

−+
−

= − = −

−

n nI A







    



 

展开之后得到关于 s 的 n 次多项式。采用归纳法，先计算 1n = 时的特征值多项式 ( )1 1f s s a= + ；当

2n = 时的特征值多项式为 

( ) ( ) ( )1 2
2 1 2 1 21

s a a
f s sf s a s s a a

s
+

= = + = + +
−

 

展开时先从右下角的 s 开始展开，然后向左上方推移得到 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

1 3
3 2 2 31 0 1

1 0
0 1

s a a a
s a a

f s s sf s sf s a
s

+
+

= − = − − = +
−

−
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 4
1 2 4

4 3

1 4
3 3 4

1 0 0
1 1 0

0 1 0
0 1 0

0 0 1

1 0

s a a a a
s a a a

s
f s sf s s

s
s

s a a
sf s sf s a

+
+

−
= = − − −

−
−

−

+
= + = +

−

 

由此猜测： ( ) ( ) ( ) ( )5 4 5 1, , n n nf s sf s a f s sf s a−= + = + ，代入化简得到 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1

2
2 1 2 1 2

2 3 2
3 1 2 3 1 2 3

3 2 4 3 2
4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3
1 2 3

1

n
n n n n n n i

n n i
i

f s s a

f s s s a a s sa a

f s s s sa a a s s a sa a

f s s s s a sa a a s s a s a sa a

f s s s a s a s a a s s a− − − −

=

= +

= + + = + +

= + + + = + + +

= + + + + = + + + +

= + + + + + = +∑





 

下面加以证明：当 1n = 时， ( )1 1f s s a= + ， 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2 2 1 1

2 1
1

1 2 3 2 1

2 1

1 0 0 0
1 1

0 0 1 0
0 0 0 1 0

1 0 0 0
1 1

0 0 1 0
0 0 0 1 0

n n n

n
n n

n n n

n
n

s a a a a a
s

f s sf s
s

s a a a a a
s

sf s
s

− − +

+
+

− − +

−

+
−

= + − −
−

−

+
−

= + − −
−

−





     









     





 

由于每一个行列式中元素−1 所在位置的行数与列数之和为奇数，且该行其他元素的值均为 0，因此

只需要一步步地去算它的代数余子式即可。最后 

( ) ( ) ( )1 1
1 1

1
1 1

1
1 1

1 0
n

n n n n

n n
n n i n n i

i n i
i i

s a a
f s sf s sf s a

s s a s a s a s

+
+ +

+
− + + −

+
= =

+
= + = +

−

 = + + = + 
 

∑ ∑
 

得证。 
归纳有从 k 到 1k + 的归纳，有时还需要隔项进行归纳，比如从 k 到 2k + 进行归纳。这时往往需要进

行奇偶分析，因为奇数和偶数在化简时可能出现不同的递推公式。下面的两个例子，都是从 k 到 2k + 项

进行归纳。 

3. 计算十字叉形壹矩阵的特征多项式 

n 阶十字叉形壹矩阵具有下列形式： 
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1 1
1 1

1 1
1 1

n

n n×

 
 
 
 =
 
 
 
 

A   (未写出部分的值均为 0)， 

nA 的特征多项式为 

( )

1 1

1 1

1 1

1 1

n n n

s

s

f s s

s

s

− −

− −

= − =

− −

− −

I A   

其中 ( )1 1f s s= − ， ( ) ( )2 2
2

1 1
1 1 2

1 1
s

f s s s s
s

− −
= = − − = −

− −
。 

此行列式 ( )nf s 的对称性比较好，应该首先寻找关于 ( )nf s 的递推公式。由于此 n 阶行列式和居中的

2n − 阶行列式的结构非常相似，所以更倾向于去寻找 ( )nf s 与 ( )2nf s− 的递推关系。因为 ( )1f s 与 ( )2f s 均

为已知，这样就能够得到递推关系式。当 n 的奇偶性不同时，行列式最中心的结构不同，所以需要分奇

偶进行讨论。 
① 当 n 为奇数时， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2
2

1 1 0 0 0 1
1 1 0

1 1
1 1 0

0 0 1 1 1 0

1 1 1 1

2

n

n
n n

n

s
s

f s s
s

s s

s f s f s

s s f s

− −

−

− − −

− −
= − + −

− −

− − −

= − + − − −

= −

 

    

    

 

 

② 当 n 为偶数时， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

2
2

1 1 0 0 0 1
1 1 0

1 1
1 1 0

0 0 1 1 1 0

1 1 1 1

2

n

n
n n

n

s
s

f s s
s

s s

s f s f s

s s f s
− −

−

− − −
− −

= − − −
− −

− − −

= − − − − −

= −

 

    

    

 

 

所以当 3n ≥ 时，有 ( ) ( ) ( )2
22n nf s s s f s−= − ，又因为 ( )1 1f s s= − ， ( ) 2

2 2f s s s= − ，所以当 n 为奇数

时， ( ) ( )( )
1

2 21 2
n

nf s s s s
−

= − − ；当 n 为偶数时， ( ) ( )2 22
n

nf s s s= − 。所以 

( )
( )( )

( )

1
2 2

2 2

1 2 ,

2 ,

n

n n

s s s n
f s

s s n

−
− −= 

 −

为奇数

为偶数
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对于呈中心对称型的行列式，也有其特殊的简化算法。 

4. 计算块单位阵的特征值多项式 

2n 阶块单位阵 2
2 2

n n
n

n n n n×

 
=  
 

I I
A

I I
的特征多项式为 

( )2 2 2

1 1

1 1
:

1 1

1 1

n n n

s

s
f s s

s

s

− −

− −
= − =

− −

− −

I A

 

 

 

当 1n = 时， ( ) ( )2

1 1
2

1 1
s

f s s s
s

− −
= = −

− −
。注意到此行列式为中心对称行列式，可以进行操作：1 2nr r+ ，

2 2 1nr r −+ ，， 1n nr r ++  ( ir 表示第 i 行)，即把最后一行的值加到第 1 行上，把倒数第 2 行的值加到第 2
行上，依次类推，一直加到最中间的那两行。但此时也需要对 n 进行奇偶讨论。 

① 当 n 为奇数时， 

( )2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

n

s s

s s

s s
f s

s

s

s

− − − −

− −

− − − −
=

− −

− −

− −

   

   

 

 

 

② 当 n 为偶数时， 

( )

( )

2

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1

n

n n

s s

s s
s sf s

s s
s

− − − −

− − − −

− − − −=

− − − −

− −I I

   

   

 

但无论 n 为奇数还是偶数，对于整个行列式的每一列的上半列来说，都有 1 2nc c= ， 2 2 1nc c −= ，，

1n nc c +=  ( ic 表示第 i 列)。此时可对此行列式进行如下变换： 2 1nc c− ， 2 1 2nc c− − ，， 1n nc c+ − 。这样整

个行列式右上角的所有元均为零了，然后再利用行列式的计算性质进行化简。 
① 当 n 为奇数时， 
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( )2

1 1

2 0

1 1
1 1 1

1

1 1 1
1 1 1 1

2

1 1 1 1

n

s

s

sf s
s

s

s
s s

s s

s s

− −

−

− −
=

− −

−

− −
− − −

= ⋅−

− − −

 

 

  

  

   

   

 

这时可以利用上一例题结论，分别去寻找这两个行列式的 n 阶与其对应的 2n − 阶行列式的关系进行

求解，最终发现，无论是左边还是右边的行列式，都满足关系式： ( ) ( ) ( )2
22n ng s s s g s−= − 。这种方法和

结论在 n 为偶数时同样也适用。所以当 n 为奇数时，有 

( ) ( )( ) ( )
( )

1 1
2 22 2

2

2 2 2

2

n n

n

n

f s s s s s s s

s s

− −

= − − ⋅ −

= −
 

② 当 n 为偶数时， 

( )

( )( ) ( )( )
( )

2

2 2
2 2 2 22 2

2

1 1

1 1
0

1 1

1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

2

n

n n

n

s

s

s

f s s
s

s
s

s
s s

s s
s s

s s

s s s s s s s s

s s

− −

− −

− −

− −

= − −
− −

− −
− −

− −
− − −

− − −
= ⋅

− − −

− − −

= − − ⋅ − −
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所以矩阵 A的特征值多项式为 ( ) ( )2 2
n

nf s s s= − 。 
以上是对归纳法的一些分析，下面是一些对不同型行列式计算的特殊方法的举例。 
对于每一行(列)的和都相同的行列式，可以把每一行(列)的和全部都加到第一行(列)上，然后将这一

行(列)的公因式进行提取，从而简化行列式的计算。 

5. 计算壹矩阵的特征值多项式 

n 阶壹矩阵具有下列形式： 
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 n n×

 
 
 
 =
 
 
 
 

A





    





 

壹矩阵的特征多项式为 

( )

1 1 1 1
1 1 1 1

:
1 1 1 1
1 1 1 1

n n n

s
s

f s s
s

s

− − − −
− − − −

= − =
− − − −
− − − −

I A





    





 

把每一列的值全部加到第 1 列上，即 1 2c c+ ， 1 3c c+ ，， 1 nc c+ ： 

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

n

s n
s n s s

f s s n
s n s s
s n s s

− − − − − − −
− − − − − − −

= = − ⋅
− − − − − − −
− − − − − − −

 

 

         

 

 

 

再把每 1 列加到其它列上，即 2 1c c+ ， 3 1c c+ ，， 1nc c+ ： 

( ) ( ) ( ) 1

1 0 0 0
1 0 0

1 0 0
1 0 0

n
n

s
f s s n s n s

s
s

−= − = −





    





 

如果行列式的上三角和下三角的值不相同，那么这种方法就不适用了。对于这样的问题，需要先对

行列式进行变形，然后才能利用原来的模型进行归纳或化简。 

6. 计算斜对称矩阵的行列式 

计算下列 n 阶斜对称矩阵的行列式( b c≠ ) [5]： 

n

n n

a b b b
c a b b

A c c a b

c c c a ×

=







    



， 
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从第 n 行开始，将此行列式的每一行减去前一行，直到第一行，即 1n nr r −− ， 1 2n nr r− −− ，， 3 2r r− ，

2 1r r− ： 

( ) ( )1

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

1 1 1 1 1
0 0 0

0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

n

n

a b b b b a b b b b
c a b b b c a a b

rc c a b b c a a b
A

c c c a b a b
c c c c a c a a b

c a a b
c a a b

a a b a c b

a b
c a a b

−

− −

− −
=

−

− −

− −

− −
= − + − ⋅

−

− −

 

 

 

           

 

 







     





 

令上述等式中的行列式的值为 1nx − ，代入上式于是有 ( ) ( )1
1

n
n nx a a b b a c x−

−= − + − ，这样就把原来的

问题转化为去求解一个新行列式的值的问题，与前面介绍的友矩阵的形式类似。 
将此行列式按第一列进行展开，不难得到关于的递推公式 

( ) ( )2
1 2

n
n nx a b a c x−
− −= − + −  

这样可以通过归纳来写出 1nx − 的表达式，进而求出 nx ，从而得到行列式的值。 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

2

2 2
3

3 2 2 3
4

1,

,

,

,

x
x a b a c

x a b a b a c a c

x a b a b a c a b a c a c

=

= − + −

= − + − − + −

= − + − − + − − + − 

 

通过归纳，不难得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 3 3 2
1

1 1 1 1

n n n n
n

n n n n

x a b a b a c a b a c a c

a b a c a b a c
a b a c c b

− − − −
−

− − − −

= − + − − + + − − + −

− − − − − −
= =

− − − −



 

即 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 1
1

1 1

n n
n

n

n n n

n n

a b a c
x a a b b a c

c b
a c b a b b a c a b b a c

c b
c a b b a c

c b

− −
−

− −

− − −
= − + − ⋅

−

− − + − − − −
=

−

− − −
=

−

 

7. 计算对称矩阵的行列式 

1) 计算 n 阶行列式[5]： 
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1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

a

a
D

a

+

+
=

+





   



，其中 1 2 0na a a ≠ ； 

2) 

1 1 1

2 2 2

1

1

1

n

n n n

a a a

a a a
F

a a a

+

+
=

+





   



。 

行列式有一条加法的性质，即行列式的某一行是两组数的和，则这个行列式等于两个行列式的和。

这两个行列式分别以其中某一组数作为该行，而其它行均与原行列式相同。如果用算式表达，即 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

n n n

n n n n

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

b c b c b c b b b c c c

a a a a a a a a a

+ + + = +

  

        

  

        

  

 

在解决问题时，很多行列式不只有一行的形式较为复杂，可以多次运用此公式来进行化简。如果行

列式的每一行都有一些元素是多项之和时，那么此时可以用上述公式 n 次，让这个较复杂的行列式的每

一行都利用上述公式进行展开。每利用公式展开一次，行列式的个数就会比原来多一倍。经过 n 次展开

后，会得到 2n 个形式较为简单的子行列式。 

对于(1)，不妨设

1 1 1
1 1 1

1 1 1

 
 
 =
 
 
 

A





   



，

1

2

n

a

a

a

 
 
 

=  
 
 
 

B


，则 nD = +A B 。等价于求一个所有元

素全是 1 的矩阵和一个对角阵的和矩阵的行列式。 
如果从横向的角度去分析，从第一行开始拆成两个行列式，一直到最后一行，不仅工作量大，而且

不好找出规律。因此我们可以从纵向的角度去分析，也就是从按照上述公式拆完之后的 2n 个行列式的性

质进行分析。 
也就是说从 A的第一列或者从 B 的第一列当中任取一列，当做子行列式的第一列；从 A的第二列或

者从 B 的第二列当中任取一列，当做子行列式的第二列……一直到第 n 列为止。对于子行列式当中的每

一列都有 2 种取法，所以最后会有 2n 种形式不同的子行列式，也刚好符合最初的判断。但对于这 2n 个子

行列式，只要其中有大于等于两列来自于 A中，那么这个子行列式的值为零，剩下值不为零的子行列式

要么只有一列来自 A，或者全来自于 B 。从而使问题大大简化。因此有 

( )2 3 1 3 4 1 2 4 5 1 2 1 1 2

1 2
1 2

1 2
1

1 1 1 1

11

n n n n n n

n
n

n

n
i i

D a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a
a a a

a a a
a

−

=

= + + + + +

 
= + + + + 

 

 
= + 

 
∑

     

 



 

基于上述分析与(1)的结果，问题(2)就易于求解了。不妨设 
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1

1

1

 
 
 =  
 
 
 

A


，

1 1 1

2 2 2

n n n

a a a

a a a

a a a

 
 
 

=  
 
 
 

B





   



， 

则 nF = +A B 。同样对于展开之后的 2n 个子行列式来说，其中值不为零的行列式只包含两种情况： 
① 子行列式中的每一列均来自于 A； 
② 子行列式中有且只有一列来自于 B 。 
只有单位阵的行列式满足于第①种情况。现将第②种情况的子行列式的求法做一般项分析。假设子

行列式中来自于 B 的那一列是第 i 列，则 

1 1

2 2 2

1 1

1

1 1

1 1 1

0 0 1

1 1 1

i

i i

i
i i

n n n

a a a

a a a
c c r r

a
a a a

a a a

↔ ↔
− =

 

       

     

     

 

所以所有满足于第二种情况的行列式之和为 1 2 3 na a a a+ + + + ，因此有 

1 21n nF a a a= + + + +  

8. 计算带状矩阵的行列式 

还有一类特殊的行列式叫做带状行列式，下面计算一个特殊的带状矩阵的行列式[6]。 

1) 试证：
1 1

0 0 0

1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n n

a b ab

a b ab
a ba b

a b

a b

+ +

+

+
−

=+
−

+







    



 ( )a b≠ 。 

证：可以用数学归纳法证明。 
当 1n = 时，原式 a b= + ；当 2n = 时，原式 2 2a ab b= + + ，等式均成立。 
假设当 n k= 时等式成立；当 1n k= + 时， 

( )

( )
1 1 2 2

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1
n n n n n n

a b ab ab
a b ab a b ab

a b a b a b

a b a b

a b a b a ba b ab
a b a b a b

+ + + +

+

+ +

= + ⋅ −+ +

+ +

− − −
= + ⋅ − ⋅ =

− − −

 

 

 

         

 

原式

 

所以当 1n k= + 时，等式成立，证毕。 
但对于一般形式的带状行列式，可能结果得到的式子就不会有这么好的对称性了，却很有研究价值。 
2) 计算下列 n 阶带状矩阵的行列式： 
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0 0 0
0 0

0 0 0

0 0 0
0 0 0

n

a b
c a b

c a
X

a b
c a

=







     





 

不难得到关于 nX 的三项递推关系式： 1 2n n nX aX bcX− −= − ，其中 1X a= ， 2
2X a bc= − 。 nX 实质上

就是一个数列，对于这样的数列可以用特征方程去求解。 
它的特征方程为 2 0y ay bc− + = ，设此方程的两个根为 1y 和 2y ，有 

2
1

1 1 4
2 2

y a a bc= + − ， 2
2

1 1 4
2 2

y a bc= − −  

对于 1y 和 2y 的取值，需要做以下三类讨论： 
① 当 2 4 0a bc− > 时， 1y 和 2y 是两个不同的实根，则 1 1 2 2

n n
nX C y C y= + ( 1C 和 2C 为待定系数，它们的

值取决于整个数列的前两项的值，即 1X 和 2X 的值，下同)。分别令 1n = 和 2，得到 

1 1 2 2 1
2 2

1 1 2 2 2

C y C y X

C y C y X

+ =


+ =
，解得

( )
2 1 2

1
1 1 2

X X yC
y y y

−
=

−
，

( )
2 1 1

2
2 2 1

X X yC
y y y

−
=

−
。 

② 当 2 4 0a bc− < 时， 1y 和 2y 是两个相同的实根， 1 2
1
2

y y a= = ，则 ( )1 2 1
n

nX C C n y= + 。代入初值有 

( )
( )

1 2 1 1

2
1 2 1 22

C C y X

C C y X

+ =


+ =
，解得 1 1 2

1 2
1

2X y XC
y
−

= ， 2 1 1
2 2

1

X X yC
y
−

= 。 

③ 当 2 4 0a bc− < 时，和是两个不同的复根 ( )cos sinr iθ θ± ，则 

( )1 2cos sinn
nX r C n C nθ θ= +  

这个问题我们不再继续对 a，b，c 的取值进行较为细致的分类讨论，此过程复杂而且繁琐，只要能

够把一组具体的 a，b，c 的值所对应的行列式求解出来即可。 
如果从归纳的角度来分析这个问题，得到的通项公式却是另一种结果。我们可以写出 nX 的前几项，

再通过前几项归纳出 nX 的通项公式。 

1
2

2
3

3
4 2 2 2

4
5 3 2 2 2

5

2

3

4 3

X a

X a bc

X a abc

X a a bc b c

X a a bc a b c

=

= −

= −

= − +

= − +

 

6 4 2 2 2 3 3
6

7 5 3 2 2 3 3
7

8 6 4 2 2 2 3 3 4 4
8

9

5 6

6 10 4

7 15 10

X a a bc a b c b c

X a a bc a b c ab c

X a a bc a b c a b c b c
X

= − + −

= − + −

= − + − +

=

 

由此归纳 1 2 2 4 2 2 3 6 3 3
1 2 3

n n n n
n n n nX a C a bc C a b c C a b c− − −

− − −= − + − +，这个公式同样可以用数学归纳法进行

证明，这里不再赘述。 
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通过以上两种方法均可以求出 nX 的表达式，但这两种表达式的形式却截然不同，那么这两种表达式

之间是否存在一定的联系呢？ 
引申：如果把 nX 的每一项的系数的绝对值单独列出来，会组成一个这样的数表： 
系数排布                    每行求和 
1                               1 
1   1                           2 
1   2                           3 
1   3   1                       5 
1   4   3                       8 
1   5   6   1                  13 
1   6   10  4                  21 
1   7   15  10  1              34 
1   8   21  20  5              55 
1   9   28  35  15  1          89 
整个系数的排布就像是一个斜着的杨辉三角形，只不过杨辉三角形的每一横行在这里变成了一条由

左上至右下的一条斜线了。而有意思的是每一行求和后组成的数列刚好都符合斐波那契数列的每一项。 
此时不妨令 1a = ， 1b = ， 1c = − ，这样 nX 当中的每一项 iX 的值刚好就等于对应的那一行(即第 i

行 ) 的 系数 的绝 对值 之 和， 即 1 1X = ， 2 2X = ， 3 3X = ， 4 5X = ，  同样 的还 可以 得到
0 1 2

1 2n n n nX C C C− −= + + +，这都与斐波那契数列当中的某些项是对应的。 
而从递推关系的角度来看，关于数列 nX 的递推公式为 1 2n n nX X X− −= + ，也刚好符合斐波那契数列

nX 的递推公式，只不过数列的前两项与斐波那契数列不同，刚好错了一位。 
不妨设斐波那契数列的通项公式为 nA ，那么不难得到 

( )0 1 2
1 1 2 3 2n n n n nA X C C C n− − − −= = + + + ≥

 

当 1n = 时， 0
0 1nA C= = ，刚好也满足于上述的通项公式。这便是斐波那契数列的通项公式的另一种

表现形式： 0 1 2
1 2 3n n n nA C C C− − −= + + +，有别于用特征方程所得到的通项公式 

5 1 5 1 5
5 2 2

n n

nA
    + − = −           

 

但二者实际上是等价的。 
这里不仅在于解决了一种特殊类型的行列式，更重要的是还通过对数列的归纳找到了杨辉三角，与

斐波那契数列之间的潜在联系，并通过这种联系找到了斐波那契数列通项公式的另一种表示方法。 

9. 计算范德蒙德矩阵的行列式 

范德蒙德矩阵的行列式是计算其他矩阵行列式的基础，这里简单讨论。计算下列 n 阶范德蒙德矩阵

的行列式： 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

n

n n

n n n n
n

a a a a
x a a a a

a a a a− − − −

=
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从第 n 行开始，每一行减去前一行的 1a 倍，即 1 1n nr a r −− ， 1 1 2n nr a r− −− ，， 2 1 1r a r− ，目的是将行列

式的第一列的除了首个元素的其他元素的值全变为 0。即 

2 1 3 1 1 1 1
2 2 2 2
2 2 1 3 3 1 1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 2 3
2 2 1 3 3 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 1 3 3 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
0
0

0
0

n n

n n n n
n

n n n n n n n n
n n n n

n n n n n n n n
n n n n

a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

x

a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

−

− −

− − − − − − − −
− −

− − − − − − − −
− −

− − − −
− − − −

=

− − − −
− − − −







     





 

然后把每一列的公因式提出来 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 1 3 1 1 1 1

2 2 1 3 3 1 1 1 1 1

3 3 3 3
2 2 1 3 3 1 1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 1 3 3 1 1 1 1 1

2 3 1

2 1 3 1 1
3

2 3

1 1 1 1

n n

n n n n

n
n n n n

n n n n
n n n n

n n n n

n n

n
n n

a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

x
a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a

a a a a
a a a a a a

a a

−

− −

− − − −
− −

− − − −
− −

−

−

− − − −
− − − −

=
− − − −
− − − −

= − − −





    









     

3 3 3
1

2 2 2 2
2 3 1

n n
n n

n n n n
n n

a a
a a a a

− − −
−

− − − −
−





 

上式当中的行列式就是 1n − 阶范德蒙德行列式，这就是它的递推关系式。继续展开，得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
3 4 1

2 1 3 1 1 3 2 4 2 2
4 4 4 4

3 4 1
3 3 3 3

3 4 1

1 1 1 1

n n

n n n
n n n n

n n
n n n n

n n

a a a a
x a a a a a a a a a a a a

a a a a
a a a a

−

− − − −
−

− − − −
−

= − − − ⋅ − − −





      





 

继续进行展开，一直展开到最后只剩下一个二阶行列式，即 2 1
2 1

1 1
a a

a a
= − ，也就是范德蒙德行列

式可以分解成若干项的乘积的形式，只需从原始的行列式中的第二行任意选出两个数作差(这两个数当中

靠右的那个数减去靠左的的那个数)，再把所有的项进行连乘，就能得到最后的结果，即 

( )
1

n j i
i j n

x a a
≤ < ≤

= −∏  

10. 范德蒙德矩阵的行列式的扩展 

对于一个残缺的范德蒙德行列式，比如范德蒙德行列式当中少了某一行或者两行，再增加几列，或

者这个行列式当中只有奇数次方项，那么这个行列式是否还能求解呢？答案是肯定的，下面举一些例子。 

例：计算行列式
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
4 4 4 4
1 2 3 4

1 1 1 1
a a a a
a a a a
a a a a

的值。 

令此行列式的值为 m。首先按照范德蒙德行列式的形式把这个行列式补齐，即 
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1 2 3 4
2 2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3 3
1 2 3 4
4 4 4 4 4
1 2 3 4

1 1 1 1 1
a a a a x
a a a a x
a a a a x
a a a a x

 

此行列式展开后必然会得到一个关于 x 的五次多项式，其中 1a 、 2a 、 3a 、 4a 为这个五次多项式的多

项式系数。 
行列式 m 就是上述行列式中 x3 这一项的余子式，由于 x3 这一项在第四行第五列，所以 x3 的代数余

子式的值是−m。从另一个角度去考虑，x3 的代数余子式的值−m 就是上述行列式展开之后 x3 项的系数，

这样二者之间就联系起来了。 

( )( )( )( ) ( )
1 2 3 4
2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4
3 3 3 3 3 1 4
1 2 3 4
4 4 4 4 4
1 2 3 4

1 1 1 1 1

j i
i j

a a a a x
a a a a x x a x a x a x a a a
a a a a x
a a a a x

≤ < ≤

= − − − − −∏  

其中 x3 的系数为 ( ) ( )1 2 3 4
1 4

j i
i j

a a a a a a
≤ < ≤

− + + + −∏ ，所以原行列式的值为。 

( ) ( )1 2 3 4
1 4

j i
i j

m a a a a a a
≤ < ≤

= + + + −∏  

对于只有奇数次方的范德蒙德行列式的求解过程比较复杂，这里不进行一般化的讨论，只拿出一个

特殊的例子进行分析。 

例：计算奇数次范德蒙的行列式
1 2 3 4
3 3 3 3
1 2 3 4
5 5 5 5
1 2 3 4

1 1 1 1
a a a a
a a a a
a a a a

的值。 

设此行列式的值为 m。解决这个问题需要在这个行列之中添加两行两列，即 

1 2 3 4
2 2 2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3 3 3
1 2 3 4
4 4 4 4 4 4
1 2 3 4
5 5 5 5 5 5
1 2 3 4

1 1 1 1 1 1
a a a a x y
a a a a x y
a a a a x y
a a a a x y
a a a a x y

 

先以 2x 项进行展开，然后再以 4y 项进行展开，就可出现题目中的行列式的形式，只不过它的值为−m。

而−m 刚好就是上述行列式展开后的结果当中 2 4x y 项的系数，二者是一一对应的，所以上述行列式的值为 

( )( )( )( )( )( )( )( )( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4
1 4

j i
i j

x a x a x a x a y a y a y a y a y x a a
≤ < ≤

− − − − − − − − − −∏  

当划线部分取 y 时， 2 4x y 项的系数为 

( ) ( )1 2 3 4
1 4 1 4

i j j i
i j i j

a a a a a a a a
≤ < ≤ ≤ < ≤

 
− + + + − 
 
∏ ∏  
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当划线部分取−x 时， 2 4x y 项的系数为 

( ) ( )1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4
1 4

j i
i j

a a a a a a a a a a a a a a
≤ < ≤

+ + + −∏  

所以 2 4x y 项的系数为 

( ) ( )1 2 3 4
1 4 1 4 1 4

j i i j k i j
i j i j k i j

a a a a a a a a a a a
≤ < ≤ ≤ < < ≤ ≤ < ≤

    
− − + + +    

     
∏ ∏ ∏  

因此给定的行列式的值为 

( ) ( )1 2 3 4
1 4 1 4 1 4

j i i j i j k
i j i j i j k

a a a a a a a a a a a
≤ < ≤ ≤ < ≤ ≤ < < ≤

    
− + + + −    

     
∏ ∏ ∏  

11. 结语 

本文讨论一些特殊矩阵的行列式计算问题，包括友矩阵的特征多项式的计算。针对一些特殊矩阵，

如带状矩阵、块单位阵的行列式或特征多项式的求解方法，有的运用归纳法，对于一个 n 阶行列式，处

理起来可能比较困难，这时可以将问题简单化，进行局部的试验研究，当 n 的值比较小时可以算出行列

式的值，比如令 1n = ， 2n = 等进行计算，从这些计算结果当中进行归纳得到一般项的结果，再从归纳

的角度进行证明，比如运用数学归纳法进行证明得到结果。 
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