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Abstract 
In this paper, the symplectic self-adjoint extension problem of infinite dimensional Hamiltonian 
operator is studied. By using the method of space decomposition, the condition of dimensional 
Hamiltonian Infinite operator exists symplectic self-adjoint extension is given, and the conditions 
of symplectic self-adjoint extension which is unique are given. 
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摘  要 

本文研究了无穷维Hamilton算子的辛自伴延拓问题，利用空间分解的方法，给出了Hamilton算子存在
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辛自伴延拓的条件，还给出了辛自伴延拓唯一的条件。 
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1. 引言 

无穷维 Hamilton 算子是形如 

*

A B
H

C A
 

=  − 
 

的稠定分块算子矩阵，其中 B，C 是自伴算子， *A 是 A 的共轭算子。一般情况下无穷维 Hamilton 算

子是非自伴算子，且与 J-自伴算子 U-标算子等几类非自伴算子比较而言，它的谱要复杂得多。因为无穷

维算 Hamilton 子的剩余谱不一定是空集，比如令无穷维 Hamilton 算子 

*

0
0
A

H
A

 
=  − 

 

其中 [ ) ( ) ( ){ }2 0, , , : , , 0 0dX L A D A x X x x X x
dt

′= +∞ = = ∈ ∈ =绝对连续 ， 

经计算得剩余谱非空(见文献[1]的例 4.1.6)
.
值得注意的是无穷维 Hamilton 算子在钟万勰院士创立的

弹性力学求解新体系中有重要的应用(见文献[2])，其理论基础是无穷维 Hamilton 算子的辛自伴性问题(见
文献[3])。刘景麟作者给出了 J 对称算子的 J 自伴延拓的问题(见文献[4])，一般情况下无穷维 Hamilton 算

子是辛对称算子，不一定辛自伴，所以为了解决何时为辛自伴的问题，需要解决无穷维 Hamilton 算子辛

自伴延拓的存在性和唯一性问题。据我们所知，一般对称算子的自伴延拓是不一定存在的，比如，令 

( )2
0

, : , 0, , 0
n

m n
m

X l D A a X N a n N a
=

 = = ∈ ∈Ν = > = 
 

∑对某个 当 时 ， 

对 ( ) ,a D A Aa X∈ ∈ 定义为 

( )
1

0 0

n n

m mn
m m

Aa i a a
−

= =

 = +  
∑ ∑ ， 

则 A 是对称算子，A 没有自伴延拓(见文献[5])。即使存在，也不一定唯一。比如，令
d
d

T i
t

= ，其中 

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ){ }: 0,1 , 0 1 0D T x t x t AC x x= ∈ = = ， 

则易得 T 是对称算子。对任意 , 1Cα α∈ = ，定义算子
dT i
dtα = ，其中 

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ){ }: 0,1 , 0 1D T x t x t AC x xα α= ∈ = ， 
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则每个Tα 都是 T 的自伴延拓(见文献[5])。因此自然产生一个疑问，无穷维 Hamilton 算子的辛自伴延

拓也是否会不应定存在呢？如果存在，何时唯一呢？本文利用空间分解的方法，引入全新的内积和正交

结构，给出了无穷维 Hamilton 算子满足一些条件时，则存在辛自伴延拓的结论，进而给出了辛自伴延拓

唯一的条件。 

2. 无穷维 Hamilton 算子辛自伴延拓的存在性 

本节利用空间分解的方法，引入全新的内积和正交结构，给出了闭的辛对称算子满足一定的条件时，

存在辛自伴延拓。 

2.1. 预备知识 

定义 2.1.1.设 J 是定义在 Hilbert 空间上的线性映射满足 ( ) ( ) 2, , ,Jx Jy x y J x x= = − 。上述定义的算子能

诱导辛结构，所以也称辛算子。 
定义 2.1.2.设 H 是稠定的线性算子，定义域为 ( )D H ，对任意 ( ),x y D H∈ ，如果 ( ) ( ), ,Hx Jy x JHy= −

则称 H 为辛对称。 
引理 2.1.1. H 为辛对称的充要条件是 *JHJ H⊂ 。 
证明：当 H 为辛对称算子时，对于任意 ( )u D JHJ∈ ，任意 ( )x D H∈ 有 

( ) ( ) ( )2, , ,Hx u Hx J u x JHJu= − =  

所以 ( )*u D H∈ 且 *JHJu H u= ，即 *JHJ H⊂ 。 
当 *JHJ H⊂ 时，对于任意 ( ),x y D H∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( )*, , , ,Hx Jy x H Jy x JHJJy x JHy= = = −  

所以 H 为辛对称。 
引理 2.1.2. H 为辛对称的充要条件是 *H JH J⊂ 。 
证明：当 H 为辛对称算子时，对于任意 ( ),x y D H∈ ，因为 H 为辛对称，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 * 2 * *, , , , , ,Hx y Hx J y x JHJy x H y J x H y JH Jx y= − = = = − =  

所以 ( )*x D JH J∈ ，且 *JH Jx Hx= ，所以 *H JH J⊂ 。 
当 *H JH J⊂ 时，对于任意 ( )x D JHJ∈ ， ( )Jx D H∈ ，所以 ( )*Jx D JH J∈ ， ( )*x D H∈ ，且 

( )* *JHJx J JH J Jx H x= =  

所以 *JHJ H⊂ ，即为 H 辛对称。 
引理 2.1.3. *JH J 是闭线性算子。 
证明：由 *H 是闭算子且 J 是可逆算子；结论易证。 
推论 1.如果 H 是辛对称，则 H 的闭包 H 也是辛对称的。 
证明：因为 H 是辛对称，所以 *H JH J⊂ ，所以 * * *H JH J JH J JH J⊂ = = 。以下讨论中，假设所考

虑的辛对称算子是闭的。如果 B 是 H 的辛对称延拓，则 *,H B B JB J⊂ ⊂ 。由于 * *B H⊂ ，所以

* *H B JB J JH J⊂ ⊂ ⊂  
因此 H 的辛对称延拓是 *JH J 在某个含 ( )D H 的 ( )*D JH J 的字空间上的限制，我们在 ( )*D JH J 上引

进内积 

( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , , , ,x y x y JH Jx JH Jy x y D JH J= + ∈  
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不难证明 ( ) ( )( )** , .,.D JH J 是个 Hilbert 空间，考虑到 *JH J 是闭算子，其中 *⊕ 和 *⊥ 是 ( )*.,. 内积意义

下的直和与正交，于是 ( ) ( ) ( ) ** *D JH J D H D H ⊥= ⊕ 。 
引理 2.1.4.设 H 是闭的辛对称算子， ( ) ( )* * *D H Ker H JH J I⊥ = + 。 
证明：对于任意 ( )x D H∈ ， ( ) *y D H ⊥∈ ，有 ( )*, 0x y = ，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *0 , , , , ,x y x y JH Jx JH Jy x y Hx JH Jy= = + = +  

所 以 ( ) ( )*, ,Hx JH Jy x y= − ， 由 共 轭 算 子 的 定 义 ， ( )* *JH Jy D H∈ 且 * *H JH Jy y= − ， 即

( ) ( )* * *D H Ker H JH J I⊥ ⊂ + 。 
对于任意 ( )x D H∈ ， ( )* *z Ker H JH J I∈ + ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * *, , , , , , , 0x z x z JH Jx JH Jz x z x H JH Jz x z x z= + = + = + − =  

所以 ( ) *x D H ⊥∈ ，综上所述 ( ) ( )* * *D H Ker H JH J I⊥ = + 。 
定义 2.1.3.记 ( ) ( ) ( )* * *, , , , ,x y H Jx y x H Jy x y D JH J= − ∈ 。 
引理 2.1.5.H 为辛对称的充要条件 ( ), 0, ,x y x y D H= ∈ 。 
证明：H 为辛对称，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 2 * * *, , , , , ,Hx Jy x JHy JH Jx Jy x J H Jy H Jx y x H Jy= − ⇔ = − ⇔ =  

所以 ( ) ( )* *, , , 0x y H Jx y x H Jy= − = 。 
引理 2.1.6.设 H 是辛对称闭算子，则 ( )x D H∈ 的充要条件是 ( )*x D JH J∈ ，且 , 0x y = ，对于任意

( )*y D JH J∈ 。 
证明：当 H 为辛对称， ( )x D H∈ 时，对于任意 ( )*y D JH J∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *, , , , , , , 0x y H Jx y x H Jy JH Jx Jy Hx Jy Hx Jy Hx Jy= − = − = − =  

当 ( )*x D JH J∈ ，且对于任意的 ( )*y D JH J∈ ，有 , 0x y =  

( ) ( ) ( )* * *, , ,x H Jy H Jx y JH Jx Jy= = ， 

即 ( )x D H∈ 且 *Hx JH Jx= 。 
引理 2.1.7.设 B 是辛对称闭算子 H 的延拓，满足 *H B JH J⊂ ⊂ ，则存在唯一的子空间

( )* *K Ker H JH J I⊂ + ，使得 ( ) ( ) *D B D H K= ⊕ 。 

证明：记 ( ) ( ) ( ){ }* * | , ,K z Ker H JH J I x D B y D H x y z= ∈ + ∈ ∈ = +存在 使得
，
则 K 是 ( )D B 的一个线

性子空间，所以 ( ) ( )*D H K D B⊕ ⊂ 。 

另外，对于任意 ( )x D B∈ ，由直和分解 

( ) ( )* *
1 2 1 2, ,x x x x D H x Ker H JH J I= + ∈ ∈ +  

知 2x K∈ ，所以 ( ) ( ) *D B D H K⊂ ⊕ ，即 ( ) ( ) *D B D H K= ⊕ 。 
定义 2.1.4.设子空间 ( )* *K Ker H JH J I⊂ + ，则称 ( ){ }* * * | , 0,K u Ker H JH J I u v v K= ∈ + = ∈任意 为 

K 的辛共轭子空间。若 *K K⊂ ，则称 K 为辛对称的。若 *K K= ，则称 K 为辛自伴的。 
定义 2.1.5.辛对称算子 H 成为辛自伴的，如果 *H JH J= 。 
引理 2.1.8.设 B 辛对称算子 H 的延拓，满足 *H B JH J⊂ ⊂ ， ( ) ( ) *D B D H K⊂ ⊕ ，则 

(i) B 为辛对称⇔ K 为辛对称； 
(ii) B 为辛自伴⇔ K 为辛自伴。 
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证明(i)当 B 为辛对称时，对于任意 ,u v K∈ ，有 ( ),u v D B∈ ，故 , 0u v = ，所以 *K K⊂ ，即 K 为辛

对称。当 K 为辛对称时，对于任意 ( ),x u y v D B+ + ∈ ，其中 ( ),x y D H∈ ， ,u v K∈ ，则 
, , , , , 0x u y v x y x u u y u v+ + = + + + =  

故 B 为辛对称。 
(ii)当 B 为辛自伴时， *K K⊂ ，所以对于任意 *v K∈ ， u K∈ ，有 , 0u v = 。对任意 ( )x u D B+ ∈ ，

( )x D H∈ ，由 B 是辛自伴可知 , 0x u v+ = ，即 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )* * * * *, , , , , ,H J x u v x u H Jv JH J x u Jv x u H Jv B x u Jv x u H Jv+ = + ⇔ + = + ⇔ + = +  

即 * *H Jv B Jv= ， ( ) ( ) ( )* *v D JB J D B D H K∈ = = ⊕ ，因此 v K∈ ，所以 *K K= ，即 K 为辛自伴。 
因为 ( ) ( )*D B D JB J⊂ ，对于任意 ( ) ( )* *z D JB J D JH J∈ ⊂ ，令 z y v= + ， ( )y D H∈ ， 

( )* *v Ker H JH J I∈ + ，对于任意 ( )x u D B+ ∈ ， ( )x D H∈ ， u K∈  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )* * * *, , , , ,B x u Jz x u B Jz J x u JB Jz J x u JH Jz x u H Jz+ = + = + = + = +  

因为 B 为辛对称，所以 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )* * *, , , ,B x u Jz JB J x u Jz JH J x u Jz H J x u z+ = + = + = + ，所以

( )( ) ( )* *, , , 0x u z H J x u z x u H Jz+ = + − + = ，即 , 0x u y v+ + = ，所以 , 0u v = ，所以 *v K K∈ = ，所

以 ( )z y v D B= + ∈ ，所以 ( ) ( )*D JB J D B⊂ ，所以 B 为辛自伴。 

2.2. 主要结果及证明 

定理 2.2.1. H 为闭的辛对称算子，如果 ( )* *Ker H JH J I M+ ⊂ ，则 H 有辛自伴延拓，其中 

( ){ }* * | , 0M u Ker H JH J I u u= ∈ + = 。 
证明：我们只要证明 ( )* *Ker H JH J I+ 存在辛自伴的子空间 K 即可，取 

( ) { }* *
00 ,x Ker H JH J I K span x≠ ∈ + = ，因为 , 0x x = ，所以 0K 为辛对称，考虑所有含 0K 的 

( )* *Ker H JH J I+ 的辛对称子空间按集合包含关系组成的偏序集，显然它的任一个全序子集都有上界，

由 Zorn 引理，此偏序集合有最大元 K。 
下面证明 K 是辛自伴的，若不然，设 *

0 \x K K∈ ，令 { }*
0K K span x= ⊕� ，对任意 

1 0 2 0 1 2, , ,k x k x K k k Kα β+ + ∈ ∈� ，有 

1 0 2 0 1 2 0 2 1 0 0 0, , , , , 0k x k x k k x k k x x xα β α β αβ+ + = + + + =  

所以 K� 为辛对称与 K 是最大元矛盾，所以 K 为辛自伴。 
推论 2. H 是闭的辛对称算子，如果 * *H JH J I+ 是单射，则 H 存在辛自伴延拓 

3. 无穷维 Hamilton 算子辛自伴延拓的唯一性 

上节得出了闭的辛对称算子满足一定的条件时有辛自伴延拓，但是否唯一不得而知。本节讨论一类 

特殊的辛对称算子—无穷维 Hamilton 算子，并规定
0

0
I

J
I

 
=  − 

，其中 I 为单位算子。显然满足 

( ) ( ) 2, , ,Jx Jy x y J I= = − 。当无穷维 Hamilton 算子 H 是闭算子时，JH 是闭的辛对称算子，故在一定条件

下存在辛自伴延拓，本节得出了辛自伴延拓唯一的条件。 

3.1. 预备知识 

定义 3.1.1.如果无穷维 Hamilton 算子 *

A B
H

C A
 

=  − 
满足 ( ) ( )*JH JH= ，其中

0
0
I

J
I

 
=  − 

，则称辛 
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自伴无穷维 Hamilton 算子。 
引理 3.1.1.设 ,T S 是 Hilbert 空间 X 中的稠定线性算子，当 ( )Tρ ≠ ∅时， ( ) 1T Sλ −− 有界当且仅当 

( ) ( )* *D T D S⊂ ，则 ( ) 1* *S T λ
−

− 有界且 ( )( ) ( )
*1 1* *S T T Sλ λ

− −− ⊃ − ，于是 ( ) 1T Sλ −− 。反之，如果 

( ) 1T Sλ −− 在 ( )D S 上有界，则 ( ) 1T Sλ −− 是全空间上定义的有界算子，而且有 

( )( ) ( )
*1 1* *S T T Sλ λ

− −− ⊃ − ，因此 ( ) ( )* *D T D S⊂ 。 

3.2. 主要结果及证明 

定理 3.2.1.设 ( )* :
A B

H D H X X X X
C A
 

= ⊂ × → × − 
是无穷维 Hamilton 算子，如果 ( ) ( )D C D A⊂ ， 

且 ( ) 1 *B A C iI A−+ − 是自伴算子时，H 存在唯一的辛自伴延拓。 
证明：考虑到 ( ) ( )D C D A⊂ ，易得 

0 0
0

H RTL
iI
 

= +  
 

， 

又 因 为 算 子
( ) 1

0
I A C iIR

I

− −=   
 

与 ( ) 1 *

0
I C iI AL

I

− − −=  
 
 

有 界 且 在 全 空 间 上 可 逆 ， 算 子

( ) 1 *0
0

B A C iI AT
C iI

− + −=   − 
。当 ( ) 1 *B A C iI A−+ − 是自伴算子时， 

( )
* *

** 0 0
0

A C
H RTL

iI B A
  

= + =    −   
， 

所以 ( ) ( )*JH JH= ，因此 H 存在唯一的辛自伴延拓。 

推论 3. 设 ( )* :
A B

H D H X X X X
C A
 

= ⊂ × → × − 
是无穷维 Hamilton 算子，如果 ( ) ( )*D B D A⊂ ， 

且 ( ) 1*C A B iI A−+ − 是自伴算子时，H 存在唯一的辛自伴延拓。 

定理 3.2.2. 设 ( )* :
A B

H D H X X X X
C A
 

= ⊂ × → × − 
是无穷维 Hamilton 算子，当 ( ) ( )0 B Cρ ρ∈ ∩ 时， 

无穷维 Hamilton 算子存在辛自伴延拓；进一步，当满足下列条件之一： 
(i) ( ) ( )*D B D A⊂ ， ( ) ( )D C D A⊂ ， * 1 1 1A B AC− − < ； 
(ii) ( ) ( )*D B D A⊂ ， ( ) ( )D C D A⊂ ， 1 * 1 1AC A B− − < 时，则 H 的辛自伴延拓唯一。 

证明：首先证明 ( )0 H∈Γ ，假定H不存在有界逆，则存在正交化序列
( )

( ) ( )
1

2
1

, 1, 1, 2,n
n n

n n

x
x x n

x

∞

=

    = = =     
�  

使得 0,nHx n→ →∞，进而得 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2*0, 0n n n nAx Bx Cx A x+ → − →  

第一式与 ( )2
nx 作内积，第二式与 ( )1

nx 作内积后两式相加得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , 0n n n nCx x Bx x+ → ， 

由于 ,B C 是非负算子，从而有 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.86126


王梅，吴德玉 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.86126 1100 应用数学进展 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, 0, , 0n n n nBx x Cx x→ →  

由于 ,B C 是自伴且非负算子。故存在唯一的平方根算子
1
2B 和

1
2C 进而得 

( ) ( )
1 1

2 12 20, 0n nB x C x→ →  

当 ( ) ( )0 B Cρ ρ∈ ∩ 时， 1B− 和 1C− 的平方根算子分别记为
1
2B

−
和

1
2C

−
则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 1 12 2 2 20, 0n n n nB B x x C C x x
   

= → = →      
   

 

这与 ( )1 , 1,2,nx n= = � 矛盾，因此 H 下方有界，于是由[6]的定理 8.8 可知，H 存在辛自伴延拓。 
其次证明 ( )R H X X= × ： 
(ⅰ)当 ( ) ( )*D B D A⊂ ， ( ) ( )D C D A⊂ ， * 1 1 1A B AC− − < 时， ( )* 1 1I A B AC− −+ 可逆，于是对于任意 

f
X X

g
 

∈ × 
 

，取 

( ) ( )
( ) ( )

11 * 1 1 * 1

1* 1 1 * 1 1 * 1

C I A B AC g A B fx
y B f B AC I A B AC g A B f

−− − − −

−− − − − −

 + +   =      − + + 

，则有 *

A B x f
C A y g
    

=    −    
， 

所以 ( )R H X X= × ，即 H 是辛自伴，因此 H 的辛自伴延拓唯一。 
同理可证当 ( ) ( )*D B D A⊂ ， ( ) ( )D C D A⊂ ， 1 * 1 1AC A B− − < 时，H 的辛自伴延拓唯一。 
同理可证如下结论 

定理 3.2.2. 设 ( )* :
A B

H D H X X X X
C A
 

= ⊂ × → × − 
是无穷维 Hamilton 算子，当 ( )0 Aρ∈ 时， 

无穷维 Hamilton 算子 H 存在辛自伴延拓；进一步，当满足下列条件之一： 
(i) ( ) ( )D A D C⊂ ， ( ) ( )*D A D B⊂ ， ( ) 11 *,A B A C

−− 是有界线性算子， ( ) 11 * 1CA B A
−− < ； 

(ii) ( ) ( )*D B D A⊂ ， ( ) ( )D C D A⊂ ， ( ) 11 *,A B A C
−− 是有界线性算子， ( ) 1* 1 1B A CA

− − < 时，则 H
的辛自伴延拓唯一。 
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