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Abstract 
Functional space operator theory has always been an important branch of functional analysis. In 
this paper, we prove that there is the bounded harmonic function ( ) ( ) ( )u z f z g z= +  in the ring 

Bergman space, where Toeplitz operators with symbols of ( ) n m
n mf z a z a z= + , ( ) n m

n mg z b z b z= +  
(Where m and n are non-negative integers) must be normal if they are quasi-normal. 
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摘  要 

函数空间算子理论一直是泛函分析研究中的一个重要分支之一。本文证明了在圆环Bergman空间上以有

界调和函数 ( ) ( ) ( )u z f z g z= + ，其中以 ( ) n m
n mf z a z a z= + ， ( ) n m

n mg z b z b z= +  (其中m，n是非负整数)
为符号的Toeplitz算子若是拟正规性，则一定是正规的. 
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1. 引言 

关于函数空间上以有界调和函数为符号的 Toeplitz 算子拟正规性的研究，主要集中在 Hardy 空间上。

Amemiya[1]等，证明了 Hardy 空间上以本性有界可测函数为符号的拟正规 Toeplitz 算子Tϕ 要么是正规的

要么是解析的。Ito 和 Wong 证明了在 Hardy 空间上，设ϕ 是一有界解析函数,若Tϕ 是拟正规的，则ϕ 是

一内函数的常数倍[2]，但是作者又考虑了“almost”有界解析函数ϕ ，若Tϕ 是拟正规的，则ϕ 是一内函数

的常数倍，或ϕ 是一非解析三角多项式，且在这种情况下Tϕ 是正规的。在 Bergman 空间上，Faour 证明

了拟正规与正规算子的关系：ψ 为开单位圆盘上的有界解析函数，λ 为一复数，且φ ψ λψ= + ，如果Tφ
是拟正规的，则Tφ 是正规的[3]。 

2. 预备知识 

2.1. Bergman 空间上的 Toeplitz 算子相关知识 

记 C 是复平面，0 1R< < ，定义 { }: 1z C R zΩ = ∈ < < 。 ( ) 1d d d d d
π π
rA z r x yθ= = 为 C 上的 Lebesgue 

测度。 ( )2L Ω 是Ω上关于 dA 平方可积的可测函数全体构成的 Hilbert 空间，Bergman 空间 ( )2
aL Ω 为 ( )2L Ω

上由全体解析函数构成的闭子空间，即 

( ) ( ) ( ){ }22 : d .aL f f f z A z
Ω

Ω = < +∞∫解析函 且为 数  

对任意的 ( )2,f g L∈ Ω ，在 ( )2L Ω 空间中内积为： 

( ) ( ) ( ), d .f g f z g z A z
Ω

= ∫  

P 是从 ( )2L Ω 到 ( )2
aL Ω 的正交射影，对任意的 ,z ω∈Ω，圆环Ω上的再生核定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) 1

2 1
1

1 1 ,
2 log1

n
z n

n
n

nK z z
RR

ω ω ω
+∞

−

+
≠−
=−∞

+
= −

−
∑

 

定义
K

k
K

ω
ω

ω

= 为正规化的再生核。则对任意的 ( )2
af L∈ Ω ， 

( ) ( ), .zPf z f K z= ∈Ω  

本文记 ( )L∞ Ω 为由在Ω上关于 dA 的本性有界可测函数构成的 Banach 空间。 
定义 1.1 设 ( )Lϕ ∞∈ Ω ，以ϕ 为符号的 Toeplitz 算子有以下定义： 

( ) ( )2, .aT f P f f Lϕ ϕ= ∈ Ω  
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以ϕ 为符号的 Hankel 算子的定义是： 

( )( ) ( )2, .aH f I P f f Lϕ ϕ= − ∈ Ω  

其中，I 为 ( )2L Ω 上的恒等算子。 
关于 Bergman 空间上 Toeplitz 算子的性质在文献[4]中有详细说明。类似于圆盘上的 Bergman 空间上

的 Toeplitz 算子，以下列出本文用到的 Toeplitz 算子的性质： 
1) *T Tϕ ϕ= ； 
2) 若 ,a b 是任意复数，则 a bT aT bTψ ϕ ψ ϕ+ = + ； 
3) 若ϕ 是解析函数，则T f fϕ ϕ= ， ( )2

af L∈ Ω ， 
其中 ( ), Lϕ ψ ∞∈ Ω 。 

2.2. Bergman 空间上的正规、拟正规 Toeplitz 算子相关知识 

以下给出 Hilbert 空间上正规算子、拟正规算子和亚正规算子的定义。 
定义 1.2 设 ( )T B H∈ ，若 * *T T TT= ，称 T 为正规算子。 
正规算子是线性代数中正规矩阵的概念在无穷维 Hilbert 空间上的推广。 
定义 1.3 设 ( )T B H∈ ，若 * *TT T T TT= ，称 T 为拟正规算子。 
若 T 是正规的，则 ( ) ( )* * * *TT T TT T T T T T TT= = = ，即 T 是拟正规的。 

3. 主要结果 

本部分主要研究圆环 Bergman 空间 ( )2
aL Ω 上的拟正规 Toeplitz 算子。 

引理 2.1 设 ,k m 是非负整数， 

( )

( )

( )
( )

2 1

2 1

1
1

1 1 1
1 1

1
1

1 log

m

k
k m

k m
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k m R z k m
k R

T z
R

z k m
k m R

+
−

− +
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−

 − + −
− ≠ −

+ −=  −− − = − + +

 

证明：设 eiz r θ= ∈Ω，则 

( ) ( )( ) ( ),m
k m k k m

z
T z P z z z z K zωω ω= =  

代入 
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( )
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∫

∫
 

进行如下讨论： 

① 当 1, 0k m k m p≠ − − − = 时， p k m= − 时， ( )( )
( )

( )

2 1

2 1

1 1
1 1

k
k m k m

k m

k m RP z z
k R

ω ω
+

−
− +

− + −
=

+ −
； 

② 当 1k m= − 时， ( )0 1k m p p− − ≠ ≠ − ，则 ( )( )
( )

( )

1
1

1

1 log

k m
k m

R
P z z

k m R
ω ω

+ +
−

−
= −

+ +
。 

以下定理证明圆环 Bergman 空间上以有界调和函数为符号的 Toeplitz 算子的交换性。 
定理 2.1 设 1 2f fϕ = + ， 1 2g gψ = + 在Ω上是有界调和函数。则T T T Tϕ ψ ψ ϕ= 成立的充要条件是： 
1) ϕ 和ψ 在Ω 上都是解析的。 
2) ϕ 和ψ 在Ω 上都是解析的。 
3) 存在不同时为零的复常数 a 和 b，则 a bϕ ψ+ 在Ω上也是常值函数。 
根据定理 2.1 可得出以下推论。 
推论 2.1 设 ( ) ( ) ( )u z f z g z= + ， uT 为正规算子当且仅当 af bg c+ ≡ 。其中 c 为常数，且 0a b+ > 。 
以下证明本章的主要定理，给出了拟正规 Toeplitz 算子与正规 Toeplitz 算子的关系。 
定理 2.2 设 ( ) ( ) ( )u z f z g z= + ， ( ) n m

n mf z a z a z= + ， ( ) n m
n mg z b z b z= +  若 uT 是拟正规的，则 

( ), 1 ,n n m ma b a bλ λ λ= = =  

其中 m, n 是非负整数且 , 0, 0i jn m a b< ≠ ≠ 且 , 1, 2i j = 。 
进而由推论 2.1 得 uT 为正规算子。 
证明：对充分大的 k， 

( ) .k k k k k
u f g f g gT z T z T z T z f T z+= = + = +

 

由引理 2.1 得， 
( )

( )

( )

( )
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1 1
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1 1
1 1

k
k k n k m k n

u n m n k n
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k m Rb z
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+
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− + −
= + +

+ −
− + −
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由此表达式可以看出， k
uT z 由四个单项式 , , ,k n k m k n k mz z z z+ + − − 组成。每经 uT 作用一次，即被 ,n

na z  
, ,n m

m
m n mz z

a z b T b T 作用一次。因为 2k m n+ − 可以分解成： 

( ) ( ) ( ) ( ), , .k m m n k n m m k m n m+ + + − − + + + − +  

所以 k
u u uT T T z 的表达式中 2k m nz + − 的系数为： 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 2 1 2 1

2 2 1 2 1

2 1

2 1

2 1 1 1 1
2 1 11 1

1 1 .
1 1

k m k

m m n m n mk m n k n

k m

m n m k m n

k m n R k n Ra a a a b b
k m kR R
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k m R

+ + +

+ − + − +

+ +

+ − +

+ − + − − + −
+

+ + +− −
+ − + −

+
+ + −

           (1) 

同理 k
u u uT T T z 的表达式中 2k m nz + − 的系数为： 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 1 2 1

2 1 2 1

2 2 1

2 2 1

1 1 1 1
1 11 1

2 1 1 .
2 1 1

k m k

m m n m n mk m n k n

k m

m n m k m n

k m n R k n Ra a a a b b
k m kR R
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+ + +
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+
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+
+ + −

                (2) 

由 * *k k
u u u u u uT T T z T T T z= ，左右两边 z 的各项幂次相同。故(3.1)与(3.2)相同，合并同类项为 

( )
( )

( )

( )

( )

2 2 1 2 1
2

2 2 1 2 1

2 1 1 1 1 0
2 1 11 1

k m k m
k m n

m m n m n k m n k m n

k m n R k m n Ra a a b b z
k m k mR R

+ + + +
+ −

+ − + + − +

  + − + − + − + −
− − =   + + + +− −   

 

而 

0ma ≠ ，
( )

( )

( )

( )

2 2 1 2 1

2 2 1 2 1

2 1 1 1 1
2 1 11 1

k m k m

k m n k m n

k m n R k m n R
k m k mR R

+ + + +

+ − + + − +

+ − + − + − + −
−

+ + + +− −
不恒为 0, 

得 
.m n m na a b b=  

另一方面， k m− 可以分解成： 

( ) ( ) ( ), , ,k n n m k n m n k m m m− + − − − + + − −  

( ) ( ) ( ), , ,k n m n k n n m k m n n+ − − + − − − + −  

( ) ( ) ( ), , ,k m m m k m n n k m m m− + − − − + − − +  

( ) ( ) ( ), , ,k n m n k n n m k m m m− − + − + − + − −  

( ) ( ) ( ), , ,k n n m k n m n k m m m+ − − + − − − − +  

( ) ( ) ( ), , .k m n n k m m m k m n n− − + − + − − + −  

所以 k
u u uT T T z 的表达式中 k mz − 的系数为： 
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+
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同理 k
u u uT T T z 的表达式中 k mz − 的系数为： 

( )

( )

( )
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故 k
u u uT T T z 的表达式中 k mz − 与 k

u u uT T T z 的表达式中 k mz − 系数，合并同类项的式子为： 
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将 m n m na a b b= ，代入合并同类项，得： 
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( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

2 1 2 122 1
2 2

22 2 1 2 1

22 1 2 1
2 2

22 2 1 2 1

1 112 1 1
1 1 11 1

12 1 1 1 0.
1 11 1

k k m nk

n n k n k m

k k
k m

m m k m k n

R Rk mk n Ra b
k k m n kR R

k mk m R Ra b z
k kR R

+ − + ++

− + − −

+ +
−

− + + +

     − −− −− + −     − −  + − + + +−   −   
 

− +− + − −  + − − = + +−   −   

    (3.3) 

故 

( )
( )

( )
( )

( )( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

2 1 2 122 1
2 2

22 2 1 2 1

22 1 2 1
2 2

22 2 1 2 1

1 112 1 1
1 1 11 1

12 1 1 1 0.
1 11 1

k k m nk

n n k n k m

k k

m m k m k n

R Rk mk n Ra b
k k m n kR R

k mk m R Ra b
k kR R

+ − + ++

− + − −

+ +

− + + +

     − −− −− + −     − −  + − + + +−   −   
 

− +− + − −  + − − = + +−   −   

 

当 k 充分大时，有 

.m ma b=  

对于
nkz −
前面的系数同理可得， 

.n na b=  

记 1ei
n na bθ= ， 2ei

m ma bθ=  ( )1 20 , 2πθ θ≤ < 。又 m n m na a b b= ，故 ( )2 1ei
m n m nb b b bθ θ− = ， 

即 1 2θ θ= 。即存在 λ ， 1λ = 。使得 , .n n m ma b a bλ λ= =  
故 ( ) ( )n m

n mf z a z a z g zλ= + = ，由推论 2.1 得 uT 为正规算子。 
说明：上述证明中分解对应的单项式已被逐项验证。但由于篇幅限制，本文不一一列出。 

4. 结论 

关于 Bergman 空间上的拟正规 Toeplitz 算子的研究，主要都集中在圆盘上或者单连通区域上。本章

考虑了将圆盘等单连通区域推广到圆环上，从而研究了圆环的 Bergman 空间上的 Toeplitz 算子的拟正规

性问题，证明了以有界调和函数 ( ) ( ) ( )u z f z g z= + ，其中 ( ) n m
n mf z a z a z= + ， ( ) n m

n mg z b z b z= +  (其中

m，n 是非负整数)为符号的 Toeplitz 算子若是拟正规性，则一定是正规的。 
本文遇到的困难之处是后期的多项式对应及得出结论过程需要很多计算。本章结论仅仅对四项多项

式成立，如若推广到一般调和多项式，则计算量更大，结论也未知。进一步研究拟正规的 Toeplitz 算子

与正规 Toeplitz 算子之间的问题会有更大意义。 
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