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摘  要 

本文构造了通过给定控制多边形指定顶点且与始末控制多边形的始末边相切的两段连续三次B样条曲线，

并以此两段连续的三次B样条曲线为轴线的管道光滑拼接了轴线异面椭圆管道。该方法相较于三段连续

的三次均匀B样条曲线为轴线的管道、插值于两端点并与控制多边形的始末边相切的三次有理B样条曲线
为轴线的管道、两段连续二次B样条曲线为轴线的管道光滑拼接轴线异面管道，各有其优越性。具有理

论意义和应用价值。 
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Abstract 
In this paper, we construct continuous two-section of cubic B-spline curve which is tangent to the 
start and end points of the control polygon. And we construct a tube that smoothly blends two el-
lipse tubes whose axes non-coplanar with the two continuous cubic B-spline curves as its axes. The 
results show that the method is better than that in which tubes are smoothly blended between 
smoothly connected three-segment tubes with cubic uniform B-spline curves as its axis, and tubes 
are smoothly blended by tube whose axis is a cubic rational B-spline curve interpolated at both 
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ends and tangent to the start and end edges of the control polygon, and tubes are smoothly 
blended between smoothly connected two-segment tubes and quadratic uniform B-spline curves 
as its axis, which has theoretical significance and application value. 
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1. 引言 

轴线异面管道光滑拼接问题研究是计算几何领域中难点基础问题。我们提出基于轴线光滑拼接的轴线

异面管道光滑拼接技术旨在构造更多的自由曲线来光滑拼接轴线异面管道的轴线，进而实现两个轴线异面

的管道的光滑拼接。Bézier 曲线具有很好的端点性质，但是不具有局部修改性质。人们尝试将具有很好的

局部修改性质的 B 样条曲线也具有像 Bézier 曲线那样很好的端点性质。主要通过两个途径，一种是对于

0 1, , , nV V V 为控制多边形顶点的三次 B 样条曲线在原来控制多边形的始末两段再增加两个顶点 1V− 和 1nV + ，

满足 1 0 12V V V− = − 和 1 12n n nV V V+ −= − ，使 B 样条曲线通过原来控制多边形的起点 0V 和终点 nV ；另一种是对

于给定的以 0 1, , , nV V V 为顶点的控制多边形构造过指定顶点的三次 B 样条曲线，反算 B 样条曲线的实际控

制顶点 0 1, , , nP P P 。由于 B 样条曲线是分段光滑曲线，增加顶点会增加分段曲线的段数。构造插值于两端

点的 B 样条曲线，并要求分段光滑曲线的段数较少，可能由于约束条件较少，构造出来的 B 样条曲线的光

顺性不够理想。我们在文献[1]中用增加顶点的方法构造了三段连续的三次 B 样条曲线，用于轴线光滑拼接

的轴线异面管道的拼接。在文献[2]中，对于给定的控制顶点，尝试用一段三次 B 样条曲线光滑拼接轴线异

面管道的轴线，并将其应该用于轴线异面管道光滑拼接，发现光顺性较差，改用一段三次有理 B 样条曲线，

并将其应该用于轴线异面圆管道光滑拼接。在选取权因子调整轴线的形状时，两端点附近的切线发生急剧

变化，致使不能应用于轴线异面椭圆管道的拼接中。而在文献[3]中，对于给定的一段三次 B 样条曲线的控

制顶点 0 1 2 3, , ,V V V V ，利用二次 B 样条曲线与控制多边形的两边相切并通过控制多边形中点这一特性，构造

了两段连续的二次 B 样条曲线，并将其应用于轴线异面管道光滑拼接。由于二次 B 样条曲线是平面曲线，

而轴线异面管道的轴线不在同一平面内，造成连接点处的切线不连续，在构造光滑拼接的椭圆管道时需要

反复调整椭圆管道的长半轴和短半轴才能实现，且曲线只能过控制多边形的边 1 2V V 的中点。本文对于给定 
控制多边形顶点 0 1 2 3, , ,V V V V ，在 1V 和 2V 中间插入一个顶点 11

2

V ，构造两段连续的三次 B 样条曲线过指定顶

点 0 11
2

,V V 和 3V ，与始末两条边相切，并将其应用于轴线异面椭圆管道拼接中。 

2. 过指定顶点的三次 B 样条曲线 

在轴线异面管道拼接中，假设管道轴线 0 1P P 和 2 3P P 是异面直线， 0 1P P 位于空间直角坐标系 XOY 平面

内且与 Y 轴平行， 2 3P P 位于 YOZ 平面内且与 Y 轴相交，连接 1P 和 2P 两点构成以 0 1 2 3, , ,P P P P 为控制顶点 
的控制多边形。为了构造两段连续的三次 B 样条曲线，在 1P 和 2P 中间插入一个顶点 11

2

P 构成以

0 1 1 2 31
2

, , , ,P P P P P 为顶点的控制多边形。 
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定义 1 设 

( ) ( )
3

,3
0

i i
i

r t N t V
=

= ∑  

是三次均匀 B 样条函数。其中 ( ) ( ) ( ) ( )0,3 1,3 2,3 3,3, , ,N t N t N t N t 为三次均匀 B 样条基， 0 1 2 3, , ,V V V V 为特征多

边形的顶点。 
令 0 0 1 1 2 1 3 2 4 3 0 0 1 1 2 1 3 2 4 31 1

2 2

,, , , , , , , ,P P P P P P P P P P V V V V V V V V V V′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = = = = = 。下面构造插值于

0 2 4, ,P P P′ ′ ′，并在 0P′处与 0 1P P′ ′相切，在 4P′处与 3 4P P′ ′相切的两段连续三次 B 样条曲线，需满足： 

0 1 2 0

1 2 3 2

2 3 4 4

0 2 1 0

2 4 4 3

1 2 1 ,
6 3 6
1 2 1 ,
6 3 6
1 2 1 ,
6 3 6

1 1 ,
2 2
1 1 .
2 2

V V V P

V V V P

V V V P

V V P P

V V P P

 ′ ′ ′ ′+ + =

 ′ ′ ′ ′+ + =

 ′ ′ ′ ′+ + =

 ′ ′ ′ ′− + = −

 ′ ′ ′ ′− + = −

 

解以 0 1 2 3 4, , , ,V V V V V′ ′ ′ ′ ′为变量的线性方程组，得 

0 0 1 2 3 4

1 0 1 2 3 4

2 0 1 2 3 4

3 0 1 2 3 4

4 0 1 2 3 4

5 13 1 12 ,
3 6 6 3
7 7 1 1 ,
6 12 12 6

1 1 1 12 ,
3 6 6 3

1 1 7 7 ,
6 12 12 6

1 1 13 52 .
3 6 6 3

V P P P P P

V P P P P P

V P P P P P

V P P P P P

V P P P P P

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − −

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − + +

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − + − −

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − + +

 ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − + − +

 

于是，所求两段连续的三次 B 样条曲线的表达式为 

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

1 3 2 3 1
0 0

, .i i i i
i i

r t B t V r t B t V +
= =

′ ′= =∑ ∑  

例 1 设 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 35, 3,0 , 0, 3,0 , 0,5,0 , 0,5,3P P P P= − = − = = ，适当选取 2V ′，调整三次 B 样条曲线的

形状。 

1) 取 2
5 5, ,0
2 2

P  ′ =  
 

，得以 0 1 2 3 4, , , ,P P P P P′ ′ ′ ′ ′为控制顶点，并过 0 2 4, ,P P P′ ′ ′，且在 0P 处与 0 1P P 相切，在 3P 处

与 2 3P P 相切的两段连续三次 B 样条曲线，其参数表达式 

( ) ( ) [ ]

3 2 3
1 2

3 2 3 2
1 1 2 2

3 2 3 2
1 2

5 15 5 15 55, ,
4 4 4 4 2

11 21 1 21 53 3, 3 , 0,1
4 4 4 4 2

3 2 3 3. 3 .
2 3 2 2

x t t x t t

r t y t t t r t y t t t t

z t t z t t t

 = − + = − + 
 
 = = − + + − = = − + + ∈ 
 
 

= − = − + +  
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如图 1。 

2) 取 2
5 5 1, ,
2 2 5

P  ′ =  
 

，得以 0 1 2 3 4, , , ,P P P P P′ ′ ′ ′ ′为控制顶点，过点 0 2 4, ,P P P′ ′ ′，并在 0P′处与 0 1P P′ ′相切，在 4P′

处与 3 4P P′ ′相切的两段连续三次 B 样条曲线，其参数表达式为 

( ) ( ) [ ]

3 2 3
1 2

3 2 3 2
1 1 2 2

3 2 3 2
1 2

5 15 5 15 55, ,
4 4 4 4 2

11 21 1 21 53 3, 3 , 0,1
4 4 4 4 2

11 9 11 12 3 1. .
10 10 10 5 2 5

x t t x t t

r t y t t t r t y t t t t

z t t z t t t

 = − + = − + 
 
 = = − + + − = = − + + ∈ 
 
 

= − = − + + +  

 

如图 1。 

3) 取 2
5 5 2, ,
2 2 5

P  ′ =  
 

，得以 0 1 2 3 4, , , ,P P P P P′ ′ ′ ′ ′为控制顶点，过点 0 2 4, ,P P P′ ′ ′，并在 0P′处与 0 1P P′ ′相切，在 4P′

处与 3 4P P′ ′相切的两段连续三次 B 样条曲线，其参数表达式为 

( ) ( ) [ ]

3 2 3
1 2

3 2 3 2
1 1 2 2

3 2 3 2
1 2

5 15 5 15 55, ,
4 4 4 4 2

11 21 1 21 53 3, 3 , 0,1
4 4 4 4 2

7 3 7 9 3 2. .
10 10 10 5 2 5

x t t x t t

r t y t t t r t y t t t t

z t t z t t t

 = − + = − + 
 
 = = − + + − = = − + + ∈ 
 
 

= − = − + + +  

 

如图 1。 
将 2V ′上述三种取值时得到的三条两段连续的三次 B 样条曲线放在一起，如图 2。 

2V ′可以取多种值，利用 B 样条曲线的局部修改性质可得满足应用条件的轴线应用于轴线异面管道拼

接中。 
 

 
Figure 1. Connection between continuous two-section of cubic B-spline curves and axis when taking three-different values 
for 2V ′  
图 1. 为 2V ′取三种不同值时两段连续的三次 B 样条曲线与轴线连接情况 
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Figure 2. When 2V ′  takes three different values, three continuous two-section of cubic B-spline curves are put together 
图 2. 为 2V ′取三种不同值时三条两段连续的三次 B 样条曲线放在一起的情况 

3. 过指定顶点的三次 B 样条曲线及其在轴线异面椭圆管道拼接中的应用 

我们利用三次 B 样条曲线的局部修改性质，构造了过指定顶点的两段连续的三次 B 样条曲线，曲线

通过控制多边形的两端点并与始末两边相切，而曲线的形状可由第三个指定顶点的位置来调控。这样，

我们可将其应用于轴线光滑拼接的轴线异面管道拼接中[4] [5]。 
例 2 设 ( )1 ,t ϕΦ 和 ( )2 ,t ϕΦ 分别是长半轴和短半轴分别相同的两个椭圆管道，其参数表达式为 

( )
( )
( )
( )

[ ] [ ]1

, 5 0.5 cos ,

, : , 3 , 0,1 , 0, 2

, 0 0.8 sin .

x t

t y t t t

z t

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + ⋅


Φ = − + ∈ ∈
 = + ⋅

π  

和 

( )
( )
( )
( )

[ ] [ ]2

, 0 0.8 cos ,

, : , 5 0.5 sin , 0,1 , 0, 2

, 3 .

x t

t y t t

z t t

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

= + ⋅


Φ = + ⋅ ∈ ∈
 = +

π  

其中 ( ) ( ) [ ]
1 2

1 1 2 2

1 2

( ) 5, ( ) 0,
( ) 3 , ( ) 5, 0,1
( ) 0. ( ) 3 .

x t x t
t y t t t y t t

z t z t t
γ γ

= = 
 = = − + = = ∈ 
 = = + 

是轴线的参数表达式，取三次 B 样条曲线的控制多

边形的顶点为 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4
5 5 25, 3,0 , 0, 3,0 , , , , 0,5,0 , 0,5,3
2 2 5

P P P P P ′ ′ ′ ′ ′= − = − = = = 
 

，则两段连续的三次 B 样 

条曲线的表达式为例 1(3)。构造基于两段连续的轴线光滑拼接的两段椭圆管道，其参数表达式为 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ] [ ]

3 2
1 11 11

3 2
1 1 12 12

3 2
1 13 13

5 15, 5 cos sin ,
4 4

11 21, , 3 3 cos sin , 0,1 , 0,2
4 4

7 3, cos sin .
10 10

x t t t aB t bN t

t y t t t t aB t bN t t

z t t t aB t bN t

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 = − + + +

Ψ = = − + + − + + ∈ ∈



= − + +

π  

和 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

[ ] [ ]

3
2 21 21

3 2
2 2 22 22

3 2
2 23 23

5 15 5 cos sin ,
4 4 2
1 21 5, 3 cos sin , 0,1 , 0, 2
4 4 2

7 9 3 2 cos sin .
10 5 2 5

x t t aB t bN t

t y t t t aB t bN t t

z t t t aB t bN t

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

 = − + +

Ψ = = − + + + ∈ ∈



= − + + + +

π  

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,i i i iN t N t N t N t= 和 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 13, , , 1, 2i i iB t B t B t B t i= = 分别是连续两段 B 样条曲线的

主法矢和副法矢与 ( )1 ,t ϕΦ 和 ( )2 ,t ϕΦ 的拼接效果如图 3。 
 

 
Figure 3. When 0.5a = , 0.8b = , the effect drawing is obtained by given elliptic tubes whose axes are in non-coplaneris 
blended by two sections of constructed elliptic tubes of smooth blending 
图 3. 0.5a = , 0.8b = 时，构造的两段光滑拼接的椭圆管道与给定轴线异面椭圆管道拼接效果图 
 

椭圆管道拼接不同于圆管道。在构造椭圆管道时，轴线上每一点处与轴线垂直的平面上的自然坐标

系 ( ) ( ) ( ), ,i i ir t N t B t  上构造椭圆，椭圆的长半轴和短半轴的方向与主法矢和副法矢的方向相关。例 2 中,

( )1 ,t ϕΦ 与 ( )1 ,t ϕΨ 的长半轴与短半轴是相对应的，而 ( )2 ,t ϕΦ 与 ( )2 ,t ϕΨ 的长半轴与短半轴是不相对应

的。在 ( )2r t 每一点 [ ]0,1t∈ 处对 ( ) ( ) ( )2 2 2, ,r t N t B t  坐标轴旋转变换 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ]1 2 2

2 2 2

sin cos ,
0,1

cos sin .

e t B t N t
t

e t B t N t

θ θ

θ θ

= − + ∈
= +

 

其中 ( )1 2 1 tθ θ θ θ= + − ， 1θ 为 ( )2 0N (或 ( )2 0B )与 ( )2 0Φ 长半轴(或短半轴)夹角， 2θ 为 ( )2 1N (或 ( )2 1B )与

( )2 1Φ 长半轴(或短半轴)夹角。调整后的拼接效果如图 4。 
 

 
Figure 4. When 0.5a = , 0.8b = , the effect drawing is obtained by given elliptic tubes whose axes are in non-coplaneris 
blended by two sections of adjusted elliptic tubes of smooth blending 
图 4. 0.5a = , 0.8b = 时，调整后两段光滑拼接的椭圆管道与给定轴线异面椭圆管道光滑拼接效果图 
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当 1 2 1 2,a a b b≠ ≠ 时，还可以构造两段光滑拼接的椭圆管道光滑拼接轴线异面的椭圆管道[5]。 
例 3 设 ( )1 ,t ϕΦ 和 ( )2 ,t ϕΦ 分别是长半轴和短半轴分别不同的两个椭圆管道，其参数表达式为 

( )
( )
( )
( )

[ ] [ ]1

, 5 0.48 cos ,

, : , 3 , 0,1 , 0, 2

, 0 0.8 sin .

x t

t y t t t

z t

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + ⋅


Φ = − + ∈ ∈
 = + ⋅

π  

和 

( )
( )
( )
( )

[ ] [ ]2

, 0 1.2 cos ,

, : , 5 0.72 sin , 0,1 , 0,2

, 3 .

x t

t y t t

z t t

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

= + ⋅


Φ = + ⋅ ∈ ∈
 = +

π  

光滑拼接两个异面轴线的两段连续三次 B 样条曲线如例 1 (3)。构造光滑拼接两个轴线异面椭圆管道

某一母线的两段连续三次 B 样条曲线为 

( ) ( ) [ ]

3 2 3 2
1 2

3 2 3 2
1 2

1 2

3 2 3 2
1 2

1.05 3.15 4.2, 1.05 2.1 3.15 ,

2.45 4.35 3 3 1, 0.55 3 4.35 1.9, 0,1
7 3 7 9 3 2. .

10 10 10 5 2 5

x t t x t t t

y t t t y t t tr t r t t

z t t z t t t

 ′ ′= − + = + −
 
 ′ ′= − + + − ⋅ = + + +′ ′= = ∈ 
 ′ ′= − = − + + +  

 

光滑拼接两个轴线异面椭圆管道的两段椭圆管道的参数表达式为 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ]
1 1

2 2

3 3

, cos sin ,

, : , cos sin ,  1, 2, 0,1 , 0, 2

, cos sin .

i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i

x t x t a t e t b t e t

t y t y t a t e t b t e t i t

z t z t a t e t b s e t

ϕ α ϕ α ϕ

ϕ ϕ α ϕ α ϕ ϕ

ϕ α ϕ α ϕ

′= + +


′Ψ = + + = ∈ ∈
 ′= + +

π  

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2
1 2 3, , ,i i ii i i i i i i it x t x t y t y t z t z t e e e eα ′ ′ ′= − + − + − =  

和 ( ) [ ]1 2 3, , , 1, 2, 0,1i i i ie e e e i t′ ′ ′ ′= = ∈ ，为轴线上互为垂直的单位向量， 1 0.48a = ， 1 0.8b = ， 2 0.72a = ， 1 1.2b = 。

其拼接效果如图 5。 
 

 

Figure 5. Two elliptical tubes whose axes are in non-coplaner and are semi-major axisshort half axis are different from each 
other are blended by two sections of elliptic tubes of smooth blending 
图 5. 两个长半轴和短半轴互不相同的轴线异面椭圆管道光滑拼接效果图 
 

图 5 中， ( ) ( )1 2, , ,t tϕ ϕΦ Φ 分别为 

( )
( )
( )
( )

[ ] [ ]1

, 5 0.48 cos ,

, : , 3 , 0,1 , 0, 2

, 0 0.8 cos .

x t

t y t t t

z t

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + ⋅


Φ = − + ∈ ∈
 = + ⋅

π  
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和 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ] [ ]
2 21 21

2 2 22 22

2 23 23

0 1 cos 1 sin ,

, 5 1 cos 1 sin , 0,1 , 0,2

3+ 1 cos 1 sin .

x aB bN

t y aB bN t

z t aB bN

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + +


Φ = = + + ∈ ∈
 = + +

π  

4. 结束语 

用指定顶点的两段连续三次 B 样条曲线为轴线的两段光滑拼接的椭圆管道拼接两个轴线异面的椭圆

管道，与三段连续的三次 B 样条曲线为轴线的三段光滑拼接的管道拼接两个轴线异面管道相比较段数少，

与插值于两端点的三次有理 B 样条曲线相比较能够构造椭圆管道拼接，而与二次 B 样条曲线为轴线的管

道光滑拼接轴线异面管道相比较能够调整轴线的位置。具有理论意义和较好的应用价值。 
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