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摘  要 

基于方差建模研究了变系数异方差模型的贝叶斯估计和异常点识别，其中非参数部分采用B样条逼近。
主要通过应用Gibbs抽样和Metropolis-Hastings算法相结合的混合算法获得模型的贝叶斯估计和通过

K-L距离贝叶斯诊断统计量来识别数据异常点。模拟研究显示所提出的贝叶斯分析方法是可行有效的。 
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Abstract 
Based on variance modeling, Bayesian estimation and outlier identification of varying coefficient 
heteroscedastic models are studied, where the nonparametric part is approximated by B-spline. 
By combining the Gibbs sampler and Metropolis-Hastings algorithm, Bayesian estimation and 
Bayesian diagnosis statistics based on the K-L distance are obtained to identify outliers. Simula-
tion studies show that the proposed Bayesian methods are feasible and effective. 
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1. 引言 

异方差数据常常出现在经济学、生物学、环境科学等领域，是很多统计学家研究的热点方向之一。

其中处理此类数据最常用的方法是方差建模法，即不仅对均值建立回归模型，同时也对方差建立回归模

型进行分析，有些文献称之为联合均值与方差模型。这个模型主要体现了对方差的重视，它能更好地解

释数据变化的原因和规律。特别最近这些年已经有很多学者对基于方差建模的异方差模型研究了模型的

参数估计、变量选择以及异方差检验等统计推断。例如，吴刘仓等[1]对联合均值与方差模型提出一种同

时对均值模型和方差模型的变量选择方法；李双双等[2]研究了联合均值与方差混合专家回归模型的参数

估计问题；赵远英等[3]对响应变量带有不可忽略缺失数据的联合均值与方差模型的贝叶斯估计问题进行

了研究；戴琳等[4]基于联合均值与方差模型研究了模型的参数估计与基于数据删除模型考虑了统计诊断

问题。其它类似的相关研究还可以具体参见文献[5] [6] [7] [8]。但是这些文献大多数都是基于参数异方差

模型展开统计分析的，很少有文献和学者研究基于方差建模的变系数异方差模型的贝叶斯参数估计、异

常点识别等统计推断问题。 
因此本文针对方差建模的变系数异方差模型，应用 Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 算法相结合的混

合算法研究模型的贝叶斯估计和基于 K-L 距离研究贝叶斯数据删除影响诊断方法，以识别模型的异常点。 

2. 模型与符号 

2.1. 基于方差建模的变系数异方差模型 

针对异方差数据和基于方差建模的思想，提出了如下变系数异方差模型： 

( ) ( )
( )

T T 2

2 T

, ~ 0, ,

,

1, 2, , .

i i i i i i i

i i

y x z u N

g h

i n

β α ε ε σ

σ γ

 = + +

 =

= 

                        (1) 

其中 iy 为响应变量且令 ( )T
1 2, , , nY y y y=  ； ( )T

1, ,i i ipx x x=  ， ( )T
1, ,i i iqz z z=  是与 iy 的均值相关的解释

变 量 的 观 测 值 ， 且 ( )T
1, , pβ β β=  是 均 值 模 型 中 一 个 1p× 维 未 知 回 归 参 数 向 量 ，

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , ,i i i d iu u u uα α α α=  是一个 1d × 维的未知函数参数； ( )T

1, ,i i iqh h h=  是与 iy 的方差相关的

解释变量的观测值，且 ( )T
1, , qγ γ γ=  是方差模型中一个 1q× 维的未知回归参数向量。另外， ( )g ⋅ 是一

个已知函数，为了模型的可识别性，一般假设 ( )g ⋅ 是一个单调函数且 ( ) 0g ⋅ > 。在本文中 ( ) ( )expg x x= 。 
由模型(1)，可以获得如下似然函数 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2T T1
2 22

2
11

1, , | , , , , 2 exp
2

n nn i i i i
i

ii i

y x z u
L Y X Z H U

β α
β γ α σ

σ
−−

==

 − − ⋅ = − 


π



∑∏      (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
T T T TT T T T T T

1 1 1 1, , , , , , , , , , ,n n n nX x x Z z z H h h U u u= = = =    。因为 ( )α ⋅ 是非参数，(2)式还不

能直接进行优化。因此，首先用 B 样条来逼近非参数函数 ( )α ⋅ 。具体如下，令 0 1 10 1
n nk ks s s s += < < < < =

是[0,1]区间上的一个剖分。用 is 作为内节点，那么就有阶为 M 和维数为 nL k M= + 的正则化 B 样条基函

数，这也形成了线性样条空间的一个基。节点选择一般是样条光滑估计中的一个重要方面。类似于文献 
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[9]，内节点的数目选取为
1
5n 的整数部分。这样，由 ( )T

kuπ λ 逼近 ( )k uα ，其中 ( ) ( ) ( )( )T
1 , , Lu u uπ π π= 

是基函数向量和 , 1, 2, ,L
k R k dλ ∈ =  。利用这些符号，(1)式中的均值模型可以写成以下形式：

 
T T

i i ix Bµ β λ= +  

其中 ( ) ( )TT T
1, , , ,i d i i dB I u z K dLπ λ λ λ= ⊗ ⋅ = = 。 

这样，似然函数(2)可以被重新写成以下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )2T T1
2 22

2
11

1| , , , , 2 exp
2

n nn i i i
i

ii i

y x B
L Y X Z H U

β λ
θ σ

σ
−−

==

 − − = π   
 
∑∏ ，            (3) 

其中 ( )TT T T, ,θ β γ λ= 。 

2.2. K-L 距离 

K-L 距离也称作 K-L 信息，具有距离和信息的某些性质，在统计上以反映两个模型或分布的差异而

著称。根据韦博成[10]对 K-L 距离的介绍，密度函数为 ( )f x 与 ( )g x 的两个分布的 K-L 距离 ( ),K f g 被定 

义为： ( ) ( )
( )

, logf

f x
K f g E

g x
  =  
  

，其中 fE 表示对 ( )f x 求期望。 

3. 贝叶斯分析 

3.1. 先验分布 

为了应用贝叶斯方法来估计模型(1)中的未知参数，需要给出未知参数的先验分布信息。为了简便，

假设 ,β γ 和 λ 相互独立且具有正态先验分布，分别为 ( )0~ ,N ββ β ∑ ， ( )0~ ,N γγ γ ∑ ， ( )2
0~ , KN Iλ λ τ ，

( )2 ~ ,IG a bτ ττ ，其中“IG”表示逆 gamma 分布，并且假设超参数 0 0 0, , , ,β γβ γ λ ∑ ∑ 和 ,a bτ τ 是已知的。 

3.2. Gibbs 抽样和条件分布 

基于式子 (3)，按照以下过程用Gibbs抽样从后验分布 ( )| , , , ,p Y X Z H Uθ 中进行抽样，其中

( )TT T T, ,θ β γ λ= 。 

步骤 1. 令参数的初值 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T
0 0 0 0, ,θ β γ λ= 。 

步骤 2. 基于 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T

, ,l l l lθ β γ λ= ，计算 ( ) ( ) ( ){ }2 2
1 , ,l l l

ndiag σ σ∑ =  。 

步骤 3. 基于 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T

, ,l l l lθ β γ λ= 按照以下抽取 ( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T
1 1 1 1, ,l l l lθ β γ λ+ + + += ； 

• 抽样 ( )2 1lτ + ： 

( ) ( )
( ) ( )T

0 012 2 2
2

1
2| exp

K a
b

p τ τλ λ λ λ
τ λ τ

τ
− − −

 − − − − 
∝  

 
 

                      (4) 

• 抽样
( )1lλ +

： 

( ) ( ) ( )T* 1 *1| , , , , , , exp
2

p Y X Z H U λλ β γ λ λ λ λ∗− ∝ − − Σ − 
 

，                  (5) 
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其中 ( )( )* T 1 2
0KY X Iλλ β τ λ∗ − −= Σ Ω ∑ − + ， ( ) 12 T 1

KIλ τ
−∗ − −Σ = + Ω Σ Ω ， ( )TT T

1 , , nB BΩ =  。 

• 抽样 ( )1lβ +
： 

( ) ( ) ( )T* * 1 *1| , , , , , , exp
2

p Y X Z H U b B bβ γ λ β β− ∝ − − − 
 

，                 (6) 

其中 ( )( )* * 1 1
0

Tb B X Y βλ β− −= ∑ −Ω +∑ ， ( ) 1* 1 T 1B X Xβ

−− −= ∑ + Σ 。 

• 抽样 ( )1lγ +
： 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2T T

TT 1
0 0T

1 1

1 1 1| , , , , , , exp
2 2 2exp

n n i i i
i

i i i

y x B
p Y X Z H U h

h γ

β λ
γ β λ γ γ γ γ γ

γ
−

= =

 − − ∝ − − − − ∑ − 
  

∑ ∑    (7) 

步骤4。重复步骤2和3。 
这样就通过以上算法产生了样本序列 ( ) ( ) ( ) ( )( )2, , , , 1, 2,l l l l lβ γ λ τ = 。从(4)~(7)式中很容易发现，条件

分布 ( ) ( ) ( )2 | , | , , , , , , , | , , , , , ,p p Y X Z H U p Y X Z H Uτ λ β γ λ λ β γ 是熟悉的正态分布和逆 gamma 分布。从这

两个分布抽取随机数是比较容易的。但是条件分布 ( )| , , , , , ,p Y X Z H Uγ β λ 是一不规则且相当复杂的分布，

如何从这个分布中抽取随机数有点困难。在这里主要应用 MH 算法抽取随机数。选择正态分布 
( )( )2 1,lN γ γγ σ −Ω 作为建议分布，其中通过选择 2

γσ ，来使得接受概率在 0.25 与 0.45 之间，且取

( )
( )

2T T
1 T

T
1

1
2 exp

n i i i
i i

i i

y x B
h h

hγ γ

β λ

γ
−

=

− −
Ω = ∑ + ∑ 。 

3.3. 贝叶斯估计 

利用以上提出的计算过程来产生观测值来获得参数 ,β γ 和 λ 的贝叶斯估计。令 
( ) ( ) ( ) ( )( ){ }, , : 1, 2, ,j j j j j Jθ β γ λ= = 

是通过上述混合算法从联合条件分布 ( ), , | , , , ,p Y X Z H Uβ γ λ 中产生 

的观测值，那么 ,β γ 和λ 的贝叶斯估计为： 

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1ˆ ˆˆ, ,
J J J

j j j

j j jJ J J
β β γ γ λ λ

= = =

= = =∑ ∑ ∑ 。 

根据文献[11]有，当 J 趋于无穷时， ( )ˆ ˆ ˆˆ, ,θ β γ λ= 是对应后验均值向量的相合估计。类似地， 

后验协方差矩阵 ( )| , , , ,Var Y X Z H Uθ 的相合估计可以通过观测 ( ){ }: 1, 2, ,j j Jθ =  的样本协方差矩阵来 

获得，即 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )T1

1

ˆ ˆ| , , , , 1
J

j j

j
Var Y X Z H U Jθ θ θ θ θ−

=

= − − −∑ 。 

这样，后验标准误就可以通过该矩阵的对角元素来获得。 

3.4. 贝叶斯诊断 

在贝叶斯统计诊断分析中已存在许多诊断统计量用来评价个体观测对参数后验分布的影响，在这主

要基于 K-L 距离研究贝叶斯数据删除影响的统计诊断方法。对任意的 1, ,i n=  ，记{ }, , , ,i i i i iy x z h u 是第 i
个个体观测数据点， { }, , , ,D Y X Z H U= 为完全数据集， iD− 为完全数据集 D 删除第 i 个个体观测数据点

得到的数据集， ( )|L Dθ 与 ( )| iL Dθ − 分别表示基于数据 D 与 iD− 的似然函数，则θ 于数据 D 与 iD− 的后
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验分布分别为 ( ) ( ) ( )| |p D L D pθ θ θ∝ ， ( ) ( ) ( )| |i ip D L D pθ θ θ− −∝ 。根据 Cho 等[7]的讨论，定义 K-L
距离为： 

( ) ( ) ( )
( )

|
, | log d

|i
i

p D
K P P p D

p D
θ

θ θ
θ−

−

  =  
  

∫ ，                        (8) 

其中 P 与 iP− 分别表示θ 基于数据 D 与 iD− 的后验分布，注意到 K-L 距离 ( ), iK P P− 是完全数据集 D 删除

第 i 个数据点前后对参数θ 后验分布影响的一种很好的度量。经过简单的计算(8)式变为： 

( ) ( )
( )

( )
( )

| |
, log | log |

| |
i

i
i

L D L D
K P P E D E D

L D L Dθ θ

θ θ
θ θ

−
−

−

  
= +   

      
，               (9) 

其中 [ ]. |E Dθ 表示θ 基于数据 D 的后验期望。由 Gibbs 抽样算法抽取的随机观测序 ( ){ }: 1, 2, ,j j Jθ =  ，

可以得到 K-L 距离 ( ), iK P P− 的估计为： 

( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )1 1

| |1 1, log log
| |

j j
J Ji

i j j
j j i

L D L D
K P P

J JL D L D

θ θ

θ θ

−

−
= = −

   
   = +
   
   
∑ ∑ 。             (10) 

对任意的 1, ,i n=  ，当 ( ), iK P P− 很大时，可以诊断第 i 个个体观测数据点为异常点。 

4. 模拟研究 

在这通过模拟研究来说明本文所提出的贝叶斯分析方法的有效性。选择均值模型为

( )T T
i i i ix z uµ β α= + 和方差模型为 ( )2 Texpi ihσ γ= ，其中均值参数和方差参数的真实值分别为

( )T1, 0.5,0.5β = − 和 ( )T1, 0.5,0.5γ = − ，另外 2d = ， ( ) ( )1 0.5sin 2i iu uα = π ， ( ) ( )2
2 8 1i i iu u uα = − ； , ,i i ix z h 分 

别是 3 1,2 1× × 和 3 1× 的协变量向量，其中的元素产生于均值为零，协方差矩阵为 ( )0.5 i j
ijσ −∑ = = 的正态

分布。这样响应变量 iY 就可以从多元正态分布 ( )( ), 1, ,i iN i nµ ∑ =  中产生。 

为了调查贝叶斯分析方法对先验分布的敏感程度，考虑以下三种有关未知参数 , ,β γ λ 的先验分布中

超参数值的设置的情形： 
TypeI： 

( ) ( ) ( )T T T
0 3 0 3 01, 0.5,0.5 , 0.25 , 1, 0.5,0.5 , 0.25 , 0, ,0 , 1a bβ γ τ τβ γ λ= − ∑ = ×Ι = − ∑ = ×Ι = = = 。这种设置

表示具有很好的先验信息。 
TypeII： 

( ) ( ) ( )T T T
0 3 0 3 03 1, 0.5,0.5 , , 3 1, 0.5,0.5 , , 0, ,0 , 1a bβ γ τ τβ γ λ= × − ∑ = Ι = × − ∑ = Ι = = = 。这种设置表示

具有较差的先验信息。 
TypeIII： 

( ) ( ) ( )T T T
0 3 0 3 00,0,0 , 10 , 0,0,0 , 10 , 0, ,0 , 1a bβ γ τ τβ γ λ= ∑ = ×Ι = ∑ = ×Ι = = = 。这些超参数值的设置

代表的是没有先验信息的情况。 
在上面的各种情形下，应用联合 Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 算法的混合算法来计算未知参数和

光滑函数的贝叶斯估计。在模拟中分别令样本量 n = 80 和 n = 150。对于每一种情形，重复计算 100 次。

对于每次重复产生的每一次数据集，MCMC 算法的收敛性可以通过 EPSR 值来检验，并且在每次运行中

观测得到在 3000 次迭代以后 EPSR 值都小于 1.2。因此在每次重复计算中丢掉前 3000 次迭代以后再收集

J = 5000 个样本来产生贝叶斯估计。参数贝叶斯估计的模拟结果概括在表 1 中。为了调查估计函数 ( )1 uα
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和 ( )2 uα 的精确度，画出了在不同样本量和三种先验分布情形下非参数函数的平均估计曲线和真实曲线，

并且展示在图 1~6 中。 
在表 1 中，“Bias”表示基于 100 次重复计算未知参数的贝叶斯估计与真值的偏差的绝对值，“SD”

表示前面给出的后验标准误的平均估计，和“RMS”表示的是基于 100 次重复计算的贝叶斯估计的均方

误差的算术平方根。从表 1 中可以获得 i) 在估计的偏差、RMS 和 SD 值方面，不管何种先验信息贝叶斯

估计都相当精确；ii) 当样本量逐渐变大时，估计也变得越来越好。从图 1~6 中展示了不管何种先验信息，

估计出来的非参数函数的曲线与相应的真实函数的曲线逼近得都比较好。总之，从以上结果可以看出本

文所提出的贝叶斯估计方法能很好地恢复变系数异方差模型中的真实信息。 
 
Table 1. Bayesian estimation of model parameters under different sample sizes and prior distributions 
表 1. 不同的样本量和先验分布下模型参数的贝叶斯估计结果 

Type 参数 
 n = 80   n = 150  

Bias SD RMS Bias SD RMS 

I 

1β  0.0027 0.1184 0.1160 0.0020 0.0803 0.0759 

2β  0.0028 0.1310 0.1224 0.0061 0.0912 0.0880 

3β  0.0019 0.1181 0.1060 0.0051 0.0804 0.0776 

1γ  0.0208 0.2075 0.1884 0.0105 0.1453 0.1483 

2γ  0.0301 0.2193 0.1964 0.0194 0.1569 0.1517 

3γ  0.0026 0.2025 0.1799 0.0194 0.1418 0.1365 

II 

1β  0.0466 0.1144 0.1265 0.0143 0.0797 0.0790 

2β  0.0341 0.1238 0.1301 0.0107 0.0913 0.0910 

3β  0.0182 0.1144 0.1075 0.0047 0.0804 0.0793 

1γ  0.1612 0.2350 0.2685 0.0700 0.1530 0.1722 

2γ  0.1906 0.2586 0.3032 0.0806 0.1671 0.1858 

3γ  0.0919 0.2349 0.2537 0.0119 0.1489 0.1454 

III 

1β  0.0125 0.1196 0.1179 0.0025 0.0814 0.0784 

2β  0.0024 0.1303 0.1300 0.0084 0.0935 0.0914 

3β  0.0016 0.1195 0.1116 0.0059 0.0823 0.0800 

1γ  0.0219 0.2372 0.2303 0.0090 0.1534 0.1611 

2γ  0.0363 0.2668 0.2516 0.0161 0.1686 0.1774 

3γ  0.0014 0.2401 0.2410 0.0220 0.1499 0.1490 
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Figure 1. The average estimated curves of nonparametric parts ( )1 uα  and ( )2 uα  when n = 80 and prior information of Type I 

图 1. 当 n = 80 和 Type I 先验信息下非参数部分 ( )1 uα 和 ( )2 uα 的平均估计曲线 
 

    
Figure 2. The average estimated curves of nonparametric parts ( )1 uα  and ( )2 uα  when n = 80 and prior information of Type II 

图 2. 当 n = 80 和 Type II 先验信息下非参数部分 ( )1 uα 和 ( )2 uα 的平均估计曲线 
 

    
Figure 3. The average estimated curves of nonparametric parts ( )1 uα  and ( )2 uα  when n = 80 and prior information of 
Type III 
图 3. 当 n = 80 和 Type III 先验信息下非参数部分 ( )1 uα 和 ( )2 uα 的平均估计曲线 
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Figure 4. The average estimated curves of nonparametric parts ( )1 uα  and ( )2 uα  when n = 150 and prior information of Type I 

图 4. 当 n = 150 和 Type I 先验信息下非参数部分 ( )1 uα 和 ( )2 uα 的平均估计曲线 
 

    
Figure 5. The average estimated curves of nonparametric parts ( )1 uα  and ( )2 uα  when n = 150 and prior information of 
Type II 
图 5. 当 n = 150 和 Type II 先验信息下非参数部分 ( )1 uα 和 ( )2 uα 的平均估计曲线 
 

    
Figure 6. The average estimated curves of nonparametric parts ( )1 uα  and ( )2 uα  when n = 150 and prior information of 
Type III 
图 6. 当 n = 150 和 Type III 先验信息下非参数部分 ( )1 uα 和 ( )2 uα 的平均估计曲线 
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最后为了检测根据 K-L 距离来识别异常点的效果，在第 10 个个体观测数据点的响应变量加 10 构成人

工数据集 D。然后对人工数据集 D 应用本文介绍的贝叶斯影响诊断方法来检测影响观测。其中 MCMC 算

法的收敛性可以通过 EPSR 值来检验，并且发现在 3000 次迭代以后 EPSR 值都小于 1.2。因此在计算中丢

掉前 3000 次迭代以后再收集 J = 5000 个随机样本来通过(10)式计算 K-L 距离 ( ), iK P P− 。图 7 和图 8 报道了

相应的诊断结果。正如预期的一样，通过图 7 和图 8 很容易就发现，第 10 个个体观测数据点被诊断为异常

点，且诊断方法对先验分布超参数取值的选取不是很敏感。 
 

 
Figure 7. Bayesian case deletion diagnosis results based on different prior information and n = 80 
图 7. 当 n = 80 时，基于不同的先验信息下贝叶斯数据删除影响诊断的数值结果 
 

 
Figure 8. Bayesian case deletion diagnosis results based on different prior information and n = 150 
图 8. 当 n = 150 时，基于不同的先验信息下贝叶斯数据删除影响诊断的数值结果 

5. 结论 

本文针对变系数异方差模型，基于 Gibbs 抽样和 MH 算法相结合的混合算法，以及根据 K-L 距离研

究模型的贝叶斯估计和贝叶斯统计诊断方法。模拟研究显示了模型与贝叶斯方法的可行性和有效性。 
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