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Abstract 
In this paper, taking the generalized variable coefficient Kdv-Burgers equation as an example, the 
specific process of solving the exact solution of nonlinear partial differential equation by the ex-
pansion method of three auxiliary differential equations is introduced, and some three soliton so-
lutions of the equation are obtained. These new soliton solutions include: hyperbolic function 
form solution, trigonometric function form solution, mixed action solution of hyperbolic function 
and exponential function, mixed action solution of trigonometric function and hyperbolic function, 
mixed action solution of trigonometric function and rational function, etc. Because of the arbitra-
riness of coefficients, the three auxiliary equations expansion method can construct more exact 
solutions of partial differential equations with variable coefficients. 
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摘  要 

本文以广义变系数Kdv-Burgers方程为例，介绍了三辅助微分方程展开法求非线性偏微分方程精确解的

具体过程，并且由此得到了该方程的一些三孤子解，这些新的孤子解包含了：双曲函数形式解、三角函

数形式解、双曲函数与指数函数混合作用解、三角函数与双曲函数混合作用解，三角函数与有理函数混

合作用解等等。由于系数的任意性，使得三辅助方程展开法能够构造更多的变系数偏微分方程的精确解。 
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1. 引言 

随着科学技术的飞快发展，非线性偏微分方程的精确解广泛地应用于物理、数学、非线性光学、生

物工程、通信、流体力学等领域，如非线性光学中对于光孤子的研究，使得暗孤子和亮孤子在光纤光学

中被广泛应用；流体力学中，对于木星的红斑现象的解释等等。 
人们在研究液体内含有气泡的流动、弹性管内液体的流动等问题的过程中，常常将这些问题的控制

方程归结于变系数 Kdv-Burgers 方程[1] [2]，形如： 

0t x xx xxxu auu bu u+ + + =                                     (1) 

其中 0ab ≠ ，a 表示耗散项系数，b 表示色散项系数。如果考虑更多的实际物理条件时，耗散项和色散项

都与时间有关。本文主要研究系数与时间有关的广义变系数 Kdv-Burgers 方程[3] [4] [5]： 

( ) ( ) ( ) 0t x xx xxxu t uu t u t uα β γ+ + + =                                (2) 

这里的 ( )tα ， ( )tβ ， ( )tγ 为关于 t 的函数，其中 ( )tα 表示耗散项系数， ( )tβ 表示色散项系数， ( )tγ 表

示对流项系数。 
徐[6]使用新的三辅助微分方程展开法得到了变系数(2 + 1)维 Nizhnik-Novikov-Vesselov 方程的一些

新的三孤子解，本文将以广义变系数 Kdv-Burgers 方程为例，来介绍新的三辅助微分方程展开法求非线

性偏微分方程精确解的过程，从而获得它的一些新的精确解。 

2. 三辅助方程展开法 

步骤 1：下列非线性偏微分方程 

( ), , , , , , 0t x xt tt xxH u u u u u u =                                    (3) 

假设方程(3)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )0

1
, , ,

j l
n

i
ijl

k i j l k

G F
u x t a x t a x t

G F
θ η

φ ξ
θ η= + + =

   ′ ′
= +       

   
∑ ∑                      (4) 
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其中 ( ) ( )0 , , ,ijla x t a x t 是关于 t 的待定函数，通过齐次平衡法[7]平衡方程(3)可以确定正整数 n 的取值。 
步骤 2：辅助微分方程中的 ( )φ ξ 、 ( )G θ 和 ( )F η 则满足下列三个常微分辅助方程： 

( ) ( ) ( )2A B Cφ ξ φ ξ φ ξ′ = + +                                   (5) 

( ) ( ) ( ) 0G G Gθ λ θ µ θ′′ ′+ + =                                   (6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22F F QF RF F P Fη η η η η η′′ ′ ′= + +                          (7) 

其中 , , , , , ,A B P Q R λ µ 为任意常数， ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 30, , ,C k x t k x t k x tξ λ θ λ η λ≠ = + = + = + ， 1 2 3, ,k k k 为待定系

数， ( ) ( ) ( )1 2 3, ,t t tλ λ λ 为关于 t 的待定函数。
 

步骤 3：借助方程(5)、(6)和(7)，将方程(4)代入到(3)中，此时，通过计算便可以得到一个关于

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ), , 0,1,2,

j l

i G F
i j l

G F
θ η

φ ξ
θ η

   ′ ′
=      

   


的多项式，令这个多项式的每一项幂系数为零，得到一个关于 1k ，

2k ， 3k ， ( )1 tλ ， ( )2 tλ ， ( )3 tλ ， ( )0 ,a x t 和 ( )( ), , , 0,1,2,ijla x t i j l =  的线性方程组，借助计算机软件 Maple

求解线性方程组，可以得到 1k ， 2k ， 3k ， ( )1 tλ ， ( )2 tλ ， ( )3 tλ ， ( )0 ,a x t ， ( )( ), , , 0,1,2,ijla x t i j l =  的取值。 

步骤 4：将所求得的 1k ， 2k ， 3k ， ( )1 tλ ， ( )2 tλ ， ( )3 tλ ， ( )0 ,a x t ， ( )( ), , , 0,1,2,ijla x t i j l =  的值和

方程(5)、(6)、(7)的解代入到(4)中，从而得到方程(3)的解。 
方程(5)、(6)、(7)的解，见表 1~3。 

 
Table 1. The solutions of Equation (5) with 2 4B AC∆ = −  
表 1. 方程(5)的解，其中 2 4B AC∆ = −  

序号. ( )φ ξ  条件 

1 tanh
2 2

B
C

ξ
 + ∆ ∆

−   
 

 0∆ >  

2 coth
2 2

B
C

ξ
 + ∆ ∆

−   
 

 0∆ >  

3 tan
2 2

B
C

ξ
 − −∆ −∆

−   
 

 0∆ <  

4 cot
2 2

B
C

ξ
 − −∆ −∆

−   
 

 0∆ <  

5 
1

1
C Hξ

−
+

 0, 0A B C= = ≠  

 

Table 2. The ( )
( )

G
G

θ
θ
′

-solutions of Equation (6) with 2
1 4λ µ∆ = −  

表 2. 方程(6)的形如
( )
( )

G
G

θ
θ
′

解，其中 2
1 4λ µ∆ = −  

序号. 
( )
( )

G
G

θ
θ

′
 条件 

1 

1 1
1 2

1

1 1
2 1

sinh cosh
2 2

2 2
sinh cosh

2 2

c c

c c

θ θ
λ

θ θ

   ∆ ∆
+      ∆    − +

   ∆ ∆
+      

   

 1 0∆ >  

https://doi.org/10.12677/aam.2020.93033


张萍 等 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.93033 280 应用数学进展 
 

Continued 

2 

1 1
1 2

1

1 1
2 1

sin cos
2 2

2 2
sin cos

2 2

c c

c c

θ θ
λ

θ θ

   −∆ −∆
− +      −∆    − +

   −∆ −∆
+      

   

 1 0∆ <  

3 2

1 22
c

c c
λ

θ
− +

+

 

1 0∆ =  

 

Table 3. The ( )
( )

F
F

η
η
′

-solutions of Equation (7) with ( )2 1Q P∆ = −  and 2
3 4 4R Q PQ∆ = + −  

表 3. 方程(7)的形如
( )
( )

F
F

η
η
′

解，其中 ( ) 2
2 31 , 4 4Q P R Q PQ∆ = − ∆ = + −  

序号. 
( )
( )

F
F

η
η
′

 条件 

1 ( ) ( )

3 3
3 4

3

3 3
3 4

exp exp
2 2

2 1 2 1
exp exp

2 2

c c
RR

P P
c c

η η

η η

   ∆ ∆
+ −      ∆    +

− −    ∆ ∆
− −      

   

 30, 0R ≠ ∆ ≥  

2 ( ) ( )

3 3
3 4

3

3 3
3 4

cos sin
2 2

2 1 2 1
sin cos

2 2

ic c
RR

P P
ic c

η η

η η

   −∆ −∆
− −      −∆    +

− −    −∆ −∆
+ −      

   

 30, 0R ≠ ∆ <  

3 
( ) ( )
( ) ( )

3 2 4 22

3 2 4 2

cos sin

1 sin cos

c c

P c c

η η

η η

∆ + ∆∆
− ∆ − ∆

 20, 0R = ∆ ≥  

4 
( ) ( )
( ) ( )

3 2 4 22

3 2 4 2

cosh sinh

1 sinh cosh

ic c

P ic c

η η

η η

−∆ − −∆−∆
− −∆ − −∆

 20, 0R = ∆ <  

3. 广义变系数 Kdv-Burgers 方程的解 

下面用此方法来求解广义变系数 Kdv-Burgers 方程的三孤子解，通过齐次平衡法[7]平衡方程(2)中的

xuu 和 xxxu ，有 2n = ，为了简化计算，假设方程(2)有如下形式的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )0 1 2 3,
G F

u x t a t a t a t a t
G F

θ η
φ ξ

θ η
′ ′

= + + +                         (8) 

借助辅助微分方程(5)、(6)和(7)，将方程(8)代入到方程(2)中，此时，通过计算可得到一组关于

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ), , 0,1,2,3

j j

i G F
i j l

G F
θ η

φ ξ
θ η

   ′ ′
=      

   
的多项式，令每一项幂系数为零，得到一个关于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 1 2 3 1 2, , , , , , , ,a t a t a t a t t t t k kλ λ λ 和 3k 的线性方程组，借助 Maple 求解此方程组，可得到： 

1 1 2 2 3 3, ,k k k k k k= = =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,t t t t t tα α β β γ γ= = =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
0 0 1 2 3 3

1 2

, , ,
a t k Q a t k

a t a t a t a t a t a t
k A k

= = − = =                      (9) 
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( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, ,t C t C t Cλ λ λ= = =  
将式(9)代入到式(8)中，从而得到广义变系数 Kdv-Burgers 方程的如下形式的解： 
情形 1：当 0∆ > 且 1 0∆ > 时，方程(2)有如下形式的解： 
(1.1)当 30, 0R ≠ ∆ ≥ 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3
1.1 0

1

1 1
1 2

3 3 1

2 1 1
2 1

3 3
3 4

3
3

, tanh
2 2

sinh cosh
2 2

2 2
sinh cosh

2 2

exp exp
2 2

2 1 2 1

a t k Q Bu x t a t
k A C

c c
a t k

k
c c

c c
RRa t

P P

ξ

θ θ
λ

θ θ

η η

  + ∆ ∆
= −       

    ∆ ∆
 +       ∆    + − + 

   ∆ ∆ +       
    

  ∆ ∆
+ −   ∆   + +

− −
3 3

3 4exp exp
2 2

c cη η

 
   
 

   ∆ ∆ − −       
    

              (10) 

此时 ( )1.1 ,u x t 为变系数 Kdv-Burgers 方程的双曲函数与指数函数混合形式解。 
注：当 1 2,c c 为非零常数且满足如下关系时，可得到 ( )1.1 ,u x t 有如下形式的解： 

(1.1.1)当 2 2
2 1c c> ， ( ) 2

2 2
2 1

cosh c
c c

β =
−

， ( ) 1
2 2
2 1

sinh c
c c

β =
−

时： 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3
1.1.1 0

1

3 3 1 1

2

3 3
3 4

3
3

3 3
3 4

, tanh
2 2

coth
2 2 2

exp exp
2 2

2 1 2 1
exp exp

2 2

a t k Q Bu x t a t
k A C

a t k
k

c c
RRa t

P P
c c

ξ

λ θ β

η η

η η

  + ∆ ∆
= −       

  ∆ ∆
 + − + +     

    ∆ ∆
 + −       ∆    + + 

− −    ∆ ∆ − −       
    

              (11) 

(1.1.2)当 2 2
2 1c c< ， ( ) 1

2 2
1 2

cosh c
c c

β =
−

， ( ) 2
2 2
1 2

sinh c
c c

β =
−

时： 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3
1.1.2 0

1

3 3 1 1

2

3 3
3 4

3
3

3 3
3 4

, tanh
2 2

tanh
2 2 2

exp exp
2 2

2 1 2 1
exp exp

2 2

a t k Q Bu x t a t
k A C

a t k
k

c c
RRa t

P P
c c

ξ

λ θ β

η η

η η

  + ∆ ∆
= −       

  ∆ ∆
 + − + +     

    ∆ ∆
 + −       ∆    + + 

− −    ∆ ∆ − −       
    

              (12) 
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(1.1.3)当 2 0c = ， 1 0c ≠ ， 0λ > ， 0µ = 时： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 3 3
1.1.3 0

1 2

3 3
3 4

3
3

3 3
3 4

, tanh tanh
2 2 2 2 2

exp exp
2 2

2 1 2 1
exp exp

2 2

a t k Q a t kBu x t a t
k A C k

c c
RRa t

P P
c c

λ λ λξ θ

η η

η η

  + ∆ ∆   = − + − +            
    ∆ ∆
 + −       ∆    + + 

− −    ∆ ∆ − −       
    

            (13) 

(1.1.4)当 1 0c = ， 2 0c ≠ ， 0λ > ， 0µ = 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3
1.1.4 0

1

3 3

2

3 3
3 4

3
3

3 3
3 4

, tanh
2 2

coth
2 2 2

exp exp
2 2

2 1 2 1
exp exp

2 2

a t k Q Bu x t a t
k A C

a t k
k

c c
RRa t

P P
c c

ξ

λ λ λ θ

η η

η η

  + ∆ ∆
= −       

  + − +  
  

    ∆ ∆
 + −       ∆    + + 

− −    ∆ ∆ − −       
    

               (14) 

(1.2)当 30, 0R ≠ ∆ < 时：

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

3 3
1.2 0

1

1 1
1 2

3 3 1

2 1 1
2 1

3 3
3 4

3
3

, tanh
2 2

sinh cosh
2 2

2 2
sinh cosh

2 2

cos sin
2 2

2 1 2 1

a t k Q Bu x t a t
k A C

c c
a t k

k
c c

ic c
RRa t

P P

ξ

θ θ
λ

θ θ

η

  + ∆ ∆
= −       

    ∆ ∆
 +       ∆    + − + 

   ∆ ∆ +       
    

 −∆ −∆
− −  −∆  + +

− −
3 3

3 4sin cos
2 2

ic c

η

η η

  
     
 

   −∆ −∆ + −       
    

              (15) 

(1.3)当 20, 0R = ∆ ≥ 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3
1.3 0

1

1 1
1 2

3 3 1

2 1 1
2 1

3 2 4 22
3

3 2 4 2

, tanh
2 2

sinh cosh
2 2

2 2
sinh cosh

2 2

cos sin

1 sin cos

a t k Q Bu x t a t
k A C

c c
a t k

k
c c

c c
a t

P c c

ξ

θ θ
λ

θ θ

η η

η η

  + ∆ ∆
= −       

    ∆ ∆
 +       ∆    + − + 

   ∆ ∆ +       
    

 ∆ + ∆∆+
 − ∆ − ∆





                  (16) 
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(1.4)当 20, 0R = ∆ < 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
( )

3 3
1.4 0

1

1 1
1 2

3 3 1

2 1 1
2 1

3 2 4 22
3

3 2 4

, tanh
2 2

sinh cosh
2 2

2 2
sinh cosh

2 2

cosh sinh

1 sinh co

a t k Q Bu x t a t
k A C

c c
a t k

k
c c

ic c
a t

P ic c

ξ

θ θ
λ

θ θ

η η

η

  + ∆ ∆
= −       

    ∆ ∆
 +       ∆    + − + 

   ∆ ∆ +       
    

−∆ − −∆−∆
+

− −∆ − ( )2sh η

 
 
 −∆ 

                 (17) 

情形 2：当 0∆ < 且 20, 0R = ∆ ≥ 时，方程(2)有如下形式的解： 
(2.1)当 1 0∆ < 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3
2.1 0

1

1 1
1 2

3 3 1

2 1 1
2 1

3 2 4 22
3

3 2 4 2

, cot
2 2

sin cos
2 2

2 2
sin cos

2 2

cos sin

1 sin cos

a t k Q Bu x t a t
k A C

c c
a t k

k
c c

c c
a t

P c c

ξ

θ θ
λ

θ θ

η η

η η

  − −∆ −∆
= −       

    −∆ −∆
 − +       −∆    + − + 

   −∆ −∆ +       
    

 ∆ + ∆∆
+

− ∆ − ∆


 
 



                (18) 

(2.2)当 1 0∆ > 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3
2.2 0

1

1 1
1 2

3 3 1

2 1 1
2 1

3 2 4 22
3

3 2 4 2

, cot
2 2

sinh cosh
2 2

2 2
sinh cosh

2 2

cos sin

1 sin cos

a t k Q Bu x t a t
k A C

c c
a t k

k
c c

c c
a t

P c c

ξ

θ θ
λ

θ θ

η η

η η

  − −∆ −∆
= −       

    ∆ ∆
 +       ∆    + − + 

   ∆ ∆ +       
    

 ∆ + ∆∆+
 − ∆ − ∆






                  (19) 

(2.3)当 1 0∆ = 时： 

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

3 3
2.3 0

1

3 3 2

2 1 2

3 2 4 22
3

3 2 4 2

, cot
2 2

2

cos sin

1 sin cos

a t k Q Bu x t a t
k A C

a t k c
k c c

c c
a t

P c c

ξ

λ
θ

η η

η η

  − −∆ −∆
= −       

 
+ − + + 

 ∆ + ∆∆ +
 − ∆ − ∆ 

                       (20) 
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由表 1~3 还可以得到更多广义变系数 Kdv-Burgers 方程的精确解，这里就不再一一列出。 
其中 1 1k x Cξ = + ， 2 2k x Cθ = + ， 3 3k x Cη = + ， 1C ， 2C ， 3C 为任意常数。 

4. 结论 

本文以广义变系数 Kdv-Burgers 方程为例，介绍了三辅助方程展开法求解非线性偏微分方程的过程，

并且得到了该方程的一些新的三孤子解。这些新解不仅比以前所得的解更加丰富，而且含有更多的函数

类型，使得这些孤子新解在物理中有更重要的实际意义。在这些新解中，由于系数的任意性，使得三辅

助方程展开法能够构造更多的变系数微分方程的精确解。 
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