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Abstract 
Sparsity in tensor decomposition has solved some difficulties encountered in actual application. 
This paper simply introduces related concepts of tensor and CP (CANDECOMP/PARAFAC) decom-
position. Then, we propose the decomposition based on Lq norm ( 0 1q< < ), and solve it by Alter-

nating Direction of Method of Multipliers. This paper also gives an explicit solution when 
1
2

q = . 
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摘  要 

在张量分解中，稀疏性的引入解决了实际应用中遇到的一些困难，本文简单的介绍了张量及张量CP分解

的相关概念，在已有研究的基础上提出基于Lq范数( 0 1q< < )的稀疏张量分解问题，并使用乘子交替方

向法来进行求解，以及给出
1
2

q = 时问题解的形式。 
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1. 引言 

张量分解可以应用于多维数据的数据压缩、可视化、探索，这使得它在神经成像、人脸识别、核磁

共振成像等领域有着重要的作用。而实际应用的过程中也会遇到一些困难，如大量的数据需要占据较大

的内存空间，计算复杂度较高。为了解决这样的问题，学者们提出将稀疏性引入到张量分解的问题中。 
在文献[1]中，作者给出了稀疏性可取的原因：第一，稀疏性进一步压缩了多维数据集使得减轻了存

储压力；第二，因为许多特征并不活跃，稀疏性的引入为高维张量的特征选取提供了一种自动的工具；

第三，在高维张量下，数据的可视化和解释较为困难，而稀疏性限制了特征的数量从而简化了数据分析

结果的可视化和解释。 
稀疏性不仅具有良好的理论性质，而且在文献[1] [2] [3] [4]中通过数值结果表明在稀疏情况下考虑的

张量分解有很好的数值性能。 

1.1. 张量的符号和运算 

为了讨论张量分解以及进一步地去讨论带有稀疏性的张量分解，我们需要简单地了解张量的符号及

相关运算，文献[5] [6]给出了这些内容。张量作为向量和矩阵在高维空间的推广，可以容纳较大的多维数

据。若张量为一阶，我们可以将其看做为向量，二阶的张量则为矩阵。三阶及三阶以上的张量成为高阶

张量，我们所讨论的张量常指高阶张量。 
张量常用 , , ,   表示，矩阵用大写字母 , , ,A B C 表示，向量用 , , ,a b c表示。N 阶张量可以记为

1 2 NI I I× × ×∈ 

 ， iI 是它的第 i个模数， 1,2, ,i N=  。它的元素表示为
1 2 Ni i i ，其中 1,2, , ; 1,2, ,k ki I k N= =  。 

张量可以表为若干个向量的外积，即 ( ) ( ) ( )1 2 Nu u u=   。此时，张量为秩为 1 的张量。 

张量的 Frobenius 范数定义为 ( )11

1
2 2

, ,,
NN i ii iF = = ∑





    。 

1.2. 张量的 CP 分解 

CP 分解是张量最为常见的分解方法之一，它将张量表为一系列秩为 1 的张量的和。对 N 阶张量

1 2 NI I I× × ×∈ 

 ，它的 CP 分解可以写为 
( ) ( ) ( )1 2

1 ,r N
i i ii u u u

=
= ∑    

其中 ( ) ( ) ( ){ }1 2
1min | R N

i i iir R u u u
=

= = ∑   是张量的秩。张量的 CP 分解保证了张量分解的唯一性。 
一般将张量分解的问题转化为优化问题，于是 N 阶张量的 CP 分解问题等价于优化问题： 

( ) ( ) ( ) 21 2
1 F

1 .min
2

r N
i i ii u u u

=
−∑                                  (1) 

令 
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1 2, , , rU u u u=   

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
1 2, , , rU u u u=   

  
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,N N N N

rU u u u=   
则优化问题(1)又可以写成 

( ) ( ) ( ) 2
1 21m ,in , , ,

2
N

F
U U U− 



 

 

                                 (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1, , , rN N

i i iiU U U u u u
=

= ∑ 

  

 

 

。 ( ) ( ) ( )1 2, , , NU U U 称为张量的因子矩阵，也是我们在

张量分解问题中要求得的解。 

2. 具有稀疏性的张量分解问题 

因目标张量数据过大，我们需要注意到在实际处理中遇到的问题。稀疏性的引入，可以帮我们解决

如占据内存过大、不相关不活跃的数据过多而很难从中找出我们所需的特征等类似的问题。 
为引入稀疏性，研究者们考虑在张量分解的优化问题中加入因子的正则范数。在已有的文献中，我

们可以找到关于在优化问题中加入因子矩阵的 L1 范数的讨论。于是，稀疏的张量 CP 分解问题可以等价

于 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

1 1

1min , , , ,
2

NN i
iiF

U U U Uλ
=

− +∑ 



 

 

  

其中 1 2 NI I I× × ×∈ 

 ， ( ) , 1,2, ,ii I rU i N×∈ =  。 
为计算方便，我们常以三阶张量为例，更高阶的情况同三阶张量的求解思路及方法一致。 
对三阶的张量 m p q× ×∈ ，加入因子的 L1 范数，它的稀疏分解问题为 

2

1 2 31 1 1 1

1m
2

,in r
i i ii F

x y z X Y Zλ λ λ
=

− + + +∑    

其中 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,r r rX x x x Y y y y Z z z z= = =   分别为 , ,m r p r q r× × × 的矩阵。 
在统计学和机器学习中，Lq 范数( 0 1q< < )中的 q 的取值越小，求得的解的稀疏性越好。我们用 Lq

范数来代替 L1 范数，于是得到本文所提出的基于 Lq 范数的稀疏张量分解。它的优化问题为 
2

1 2 31

1m ,in
2

r
i i ii q q qF

x y z X Y Zλ λ λ
=

− + + +∑    

等价地，也可以为 

 

2
1 2 3

1min , .,
2 q q qF

X Y Z X Y Zλ λ λ− + + +                          (3) 

3. 使用乘子交替方向法求解目标优化问题 
这一节中，我们首先对乘子交替方向法进行简单的描述，随后给出问题(3)在使用乘子交替方向法的

求解思路及
1
2

q = 时问题解的形式。 

3.1. 乘子交替方向法 

乘子交替方向法是一种求解优化问题的计算框架，它适用于求解大规模分布式优化问题。通过分解

协调过程，将问题分解为多个局部小问题，求解出局部小问题的解从而得到原问题的解。 
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考虑优化问题 

( ) ( )min f x g y+  

s.t. 0;x y− =  

该问题的迭代求解算法为 

( )1 arg min , ,,k k kx L x yβ λ+ ∈  

( )1 1arg min , ,,k k ky L x yβ λ+ +∈  

( )1 1 1 ,k k k kx yλ λ β+ + += − −  

增广拉格朗日函数为 ( ) ( ) ( ) ( ) 2T, ,
2

L x y f x g y x y x yβ
βλ λ= + − − + − ， 0β > 是罚参数，λ 是拉格朗日乘

子。 

3.2. 求解目标问题 

我们加入约束条件 , ,X L Y M Z N= = = ，问题(3)变为 

 

2
1 2 3

1min , ,,
2 q q qF

X Y Z L M Nλ λ λ− + + +  

s.t. , , ,X L Y M Z N= = =  

它的增广拉格朗日函数 

( )
 

1 2 3

2
1 2 3 1

2 2 231 2
2 3

, , , , , , , , ,
1 , , ,
2

, ,
2 2 2

q q qF

F F F

L X Y Z L M N

X Y Z L M N X L

Y M Z N X L Y M Z N

λ λ λ

ττ τ

Λ Λ Λ

= − + + + − Λ −

− Λ − − Λ − + − + − + −

  

它的迭代算法为 
2

1 1
1 1

1

1arg min
2

,k k k
q

F

L L X Lτ
λ

τ
+ = − − Λ +  

2
2

1 11
11

1

1 1arg min
2 2

,rk k k k k
i i ii F

F

X x y z L Xτ
τ

+ +
=

= − + − − Λ∑    

2
1 2

2 2
2

1arg min
2

,k k k
q

F

M M Y Mτ
λ

τ
+ = − − Λ +  

2
2

1 1 12
21

2

1 1arg min
2 2

,rk k k k k
i i ii F

F

Y x y z M Yτ
τ

+ + +
=

= − + − − Λ∑    

2
1 3

3 3
3

1arg min
2

,k k k
q

F

N N Z N
τ

λ
τ

+ = − − Λ +  

2
2

1 1 1 13
31

3

1 1arg min
2

,
2

rk k k k k
i i ii F

F

Z x y z N Z
τ

τ
+ + + +

=
= − + − − Λ∑    

( )1 1 1
1 1 1 ,k k k kL Xλ+ + +Λ = Λ − −  

( )1 1 1
2 2 2 ,k k k kM Yλ+ + +Λ = Λ − −  
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( )1 1 1
3 3 3 ;k k k kN Zλ+ + +Λ = Λ − −  

方法的思路是对 1 2 3, , , , , , , ,L X M Y N Z Λ Λ Λ 依次进行迭代，直至问题收敛。求得的矩阵 , ,X Y Z 为张量的因

子矩阵。 

当
1
2

q = 时， , ,L M N 的子优化问题具有显示解。于是，令
1
2

q = ，L 的优化问题变为 

2
1 1 11 1

21

1arg min
2

k k k

F

L L X Lτ λ
τ

+ = − − Λ +  

根据文献[7]中的证明，推出相应的阈值算子为 

( )
( )

1

1

2
3 3

1

2 1

22 2 54 21 cos ,
3 3 3 4

0,

x
x xH xλ

τ

ϕ λ
τ

    π
 
 

  + − >   =    
 其他

 

其中 ( )
3
2

1

1

arccos
4 3

x
x λϕ

τ

− 
  =     

 

，x 对应矩阵 1
1

1k kX
τ

+ Λ 的每一个元素。M 和 N 的子问题的解可以参照 L

得出。 
X 的子优化问题 

22
1 11

11
1

1 1arg min
2 2

rk k k k k
i i ii

F F

X x y z L Xτ
τ

+ +
=

= − + − − Λ∑                       (4) 

的求解涉及到了张量的计算，为降低计算困难，我们可以将张量展开成矩阵的形式。张量的展开是将张

量沿某一个模的展开，张量展开成的矩阵包括张量中的每一个元素，且张量沿不同的模展开得到的矩阵

也不一定相同。张量按它的第一个模展开所得的矩阵记为 ( )1A ，它是一个m pq× 的矩阵，我们在 X 的优

化问题中选用张量沿第一个模展开的矩阵来计算。问题(4)转化为 

( ) ( )
22T1 11

11
1

1 1arg min
2

,
2

k k k k k

F F

X A X Z Y L Xτ
τ

+ += − + − − Λ                     (5) 


表示矩阵的 Khatri-Rao 积，等式(5)的右边为最小二乘问题。对(5)求导， 

( ) ( ) ( )( ) ( )T TT T T 1 T
1 110 ,k k k k k kZ Y A Z Y X L Xτ += − − − −Λ 

 

整理后得第 k + 1 步矩阵 X 的解 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )T T1T TT T 1
1 1 11 .k k k k k k k kX Z Y Z Y I Z Y A Lτ τ

−
+= − − −Λ    

,Y Z 的优化问题的求解过程类似，不同的是， ,Y Z 的求解所用的展开矩阵分别为沿张量的第二个模

和第三个模展开的矩阵。 

4. 总结 

具有稀疏性的张量分解因其理论性质及在应用中良好的体现，逐渐得到学者们的关注。加入因子 L1
范数来引入稀疏性在一些文献中得到了验证，而 Lq 范数( 0 1q< < )的情况目前还未有学者提出。本文提

出了基于 Lq 范数的稀疏张量分解问题，同时给出了使用乘子交替方向法求解张量分解问题的思路和过程 
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以及
1
2

q = 时问题所具有的显式解的形式。在接下来的研究中，我们希望能够进行数据实验，和普通的张 

量分解以及引入 L1 范数的稀疏张量分解的结果进行比较，证明基于 Lq 范数的分解问题的稀疏性以及它

具有更好的稀疏性。 
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