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Abstract 
In this paper, two types of singularly perturbed initial boundary value problems with singularity 
are studied. The research results show that this type of problem has a double-layer phenomenon. 
The asymptotic solutions of the equation are constructed by the matched asymptotic expansion 
method, and the uniform validity of the asymptotic solutions is proved by the differential inequa-
lity theory. 
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摘  要 

本文研究了两类具有奇性的奇摄动初边值问题，研究结果表明此类问题具有重边界层现象。利用匹配渐

近展开法构造出了问题的形式渐近解，同时，用微分不等式理论证明了渐近解的一致有效性。 
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1. 引言 

在自然科学中的很多问题都可以用带有小参数的数学模型[1] [2]来进行描述，这类问题统称为摄动问

题。在奇摄动问题中，很多学者揭示了非一致区域内的各种层性质，如尖层、内层、双重层[3]等，出现

这种性态变化的原因之一可能是奇摄动问题存在转向点。通常情况下，奇摄动问题的解在转向点处会产

生性态的变化且研究过程较复杂，又由于带有奇性的奇摄动问题本身就是一个转向点问题[4] [5]，故研究

具有奇性的奇摄动问题就变得更有趣、更有意义了。因此，本文研究了具有奇性的奇摄动初值问题和边

值问题，探讨其解具有怎样的性态。 

2. 带有奇性的二阶线性奇摄动边值问题 

Mark H. Holmes 曾在文献[6]中讨论了如下的带有奇性的奇摄动边值问题： 

( )3 3 3 ,1, 0y x y y x xε ε′′ ′+ − = ∈                            (2.1) 

( ) ( )0 , 1y yα β= =  

Holmes 研究发现，此奇摄动问题在左边界 0x = 处存在重边界层现象，显然这种现象是由于次高阶

导数前具有奇性而产生的。由于上述问题是一个变系数问题，没有一般的求解公式，因而寻找其渐近近

似解便显得有必要。在此基础上，我们将讨论上述方程的内层现象。即如下的边值问题： 

( )3 3 3 , 1,1y x y y x xε ε′′ ′+ − = ∈ −                          (2.2) 

( )1y α− =                                    (2.3) 

( )1y β=                                     (2.4) 

此奇摄动边值问题与 Holmes 的问题相同之处在于都是具有奇性的奇摄动边值问题。不同之处是

Holmes 的问题的奇性位于区间的端点 0x = 处，而问题(2.2)-(2.4)的奇性位于区间内部的 0x = 处，此时方

程中 y′前的系数具有变号的现象，故而是一个转向点问题，因而其解的性态可能更复杂。 

2.1. 外部解展开式 

因为 y′的系数在(0,1)上为正，在(−1,0)为负。根据经典的奇异摄动研究结果，可以假设此奇摄动边值

问题在 0x = 处有内部层，可分别考虑其左内部层和右内部层。 
问题(2.2)~(2.4)的左退化问题为： 

3 3
0x y x− =′  

( )0 1y α− − =                                     (2.5) 
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右退化问题为： 
3 3

0x y x+ =′  

( )0 1y β+ =                                      (2.6) 

记外部解为 ( ),y x ε ，设其关于 ε 的幂级数的形式展式如下： 

( ) ( )0, i
iiy x y xε ε+∞

=
= ∑                                 (2.7) 

将(2.7)式代入(2.2)式，合并 y 的同次幂项，并令对应项的系数为零，便逐次得到外部解满足的方程。

特别地，若分别运用左边界条件和右边界条件，可分别得到左首次外展式： 

( )0 1y x x α− = + +                                  (2.8) 

这里， 1 0x− ≤ < 。 
和右首次外展式： 

( )0 1y x x β+ = + −                                  (2.9) 

这里， 0 1x< ≤ 。 

2.2. 内部解展开式 

下面寻找问题的内部解。为了研究解在 0x = 处的性态，我们在 0x = 处引入伸展变量： 

ˆ xx λε
=                                   (2.10) 

即 ( )ˆ, 0x xλε λ= > ，将(2.10)式代入(2.2)式，我们得到： 
2

3 2 2 3 3 3
2

ˆ ˆd d ˆˆ ˆ
ˆˆ dd

Y Yx Y x
xx

λ λ λε ε ε ε− + − =                        (2.11) 

由于 0λ > ，当 0ε → 时， ( )3O λε 项与 ( )2O λε 项相比为小量，因此在对式子(2.11)进行平衡时，这两

项只保留 ( )2O λε 项。 
特异极限可以通过平衡(2.11)中的任意两项确定。 

若平衡式子(2.11)中的第一，二两项，有 3 2 2λ λ− = ，解得
3
4

λ = ，则(2.11)式变为： 

3 3 92
3 32 2 2

2

d d
dd

Y Yx x
xx

Yε ε ε ε+ − = 



 





                          (2.12) 

因为
31
2

< ，所以(2.12)式左右不能平衡，因此这种情况舍去。 

若平衡式子(2.11)中的第一，三两项，有 3 2 1λ− = ，即 1λ = ，所以(2.11)式变为： 
2

2 3 3 3
2

d d
dd

Y Yx Y x
xx

ε ε ε ε+ − =
 



 



                           (2.13) 

此时， 2,3 1> ，所以(2.13)式能平衡，因此这种情况需要考虑在内。 

若平衡式子(2.11)中的第二，三两项，有 2 1λ = ，整理得
1
2

λ = ，所以(2.11)式变为： 

32
2 3 32

2

d d
dd

x x
xx

Y Y Yε ε ε ε+ − =                            (2.14) 
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因为
32, 1
2
> ，(2.14)式能平衡，因此这种情况也需要考虑。 

当 1λ = 时的伸展变量为
xx
ε

= ，刻画了一个接近 0x = 的层，我们称之为内–内层；当
1
2

λ = 时，伸

展变量为 1
2

xx
ε

= ，刻画了一个介于外部展开式和内–内层之间的一层，我们称之为内层，因而该问题在

0x = 处呈现重边界层现象。 
将(2.13)中的 ( ),Y x ε

 展开成关于 ε 的幂级数的形式如下： 

( ) ( )
0

, i
i

i
Y x Y xε ε

+∞

=

= ∑ 

   

代入(2.13)式，可以得到首项 0Y 的方程： 
2

0
02

d
0

d
Y

Y
x

− =






                                   (2.15) 

等式(2.15)两边进行积分，从而有 

( )0 1 2e ex xY x c c−= + 



                                 (2.16) 

当 0 1x< < 时，我们取(2.16)式中的 2 0c = ，因为若 2 0c ≠ , ( )0Y x

 会呈现指数增长，使它无法与内层

匹配起来。则(2.16)式变为： 

( )0 1e
xY x c −= 



                                   (2.17) 

同理，当 1 0x− < < 时，我们取 1 0c = ，所以(2.16)式变为： 

( )0 2exY x c= 



                                   (2.18) 

同理将(2.14)式中的 ( ),Y x ε 展开成关于 ε 的幂级数的形式： 

( ) ( )0, j
jjY x Y xε ε+∞

=
= ∑                              (2.19) 

代入(2.14)式，得到首项 0Y 的方程： 

3 0
0

d
0

d
Y

x Y
x
− =                                  (2.20) 

对等式(2.20)进行积分，有： 

( ) 2
1

2
0 3e xY x c

−
=                                  (2.21) 

(2.17)，(2.18)和(2.21)式中的未知常数将在匹配过程中确定。 

2.3. 匹配内外部解 

因为在 0x = 处存在内–内层，所以除了外部解与内层匹配之外，还要将内层与内内层进行匹配。我

们先在区域 0 1x< < 中进行解的匹配。 
首先匹配内层解与外部解： 
将内层解 ( )Y x 中的 x 用 x 替换，得出 

( )( ) 2 2

01
0

2 2
3 30 e ex xY x c c

ε
+

− − 
= =  
 

                       (2.22) 
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同样，将外部解 ( )0y x+ 中的 x 用 x 替换，得到 

( )( )
1
2

0 1
i

y x xε β+ = + −                               (2.23) 

根据匹配原理，当 0ε → 时，(2.22)式和(2.23)式相等，即得 

3 1c β= −                                      (2.24) 

再匹配内层与内–内层： 

( )( ) ( )
1
2

10 1e e

x

i ixx cY c ε

−

−+ = =







                              (2.25) 

( )( ) 2 2

1
1

2 2
0 3 3e e

ii
ii

x xY x c c
ε− −

+
 

= =  
 

                            (2.26) 

当(2.25)式中的 x 和(2.26)式中的 x固定， 0ε → 时，(2.25)式和(2.26)式都趋于零，满足 

( )( ) ( )( )0 0

i ii
x xY Y+ +=

  

综合上述，就得到了奇摄动问题(2.2)~(2.4)在 0 1x< ≤ 区域内的渐近展开式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) 2

0

0

0 0 0

2
1

, ~

e 1 e
x

x

y x x Y x y x Y x

c

Y

x
ε

ε

ε

β

+ + +
+

−−

+ + + −

= + − +





                     (2.27) 

用同样的方法，可以推出奇摄动问题(2.2)~(2.4)在 1 0x− ≤ < 区域内的渐近展开式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) 2

0

0

0

2

0 0

2

, ~

e 1 e
x

x

y x x Y x y x Y x

c x

Y
ε

ε

ε

α

−
−

−

−

− −+ + −

= + + +





                     (2.28) 

为了使 ( ),y x ε 光滑，我们需要设置如下的衔接条件： 

( ) ( )
( ) ( )
0, 0,

0, 0,

y y

y y

ε ε

ε ε
+ −

+ −

=
 ′ ′=

                                (2.29) 

将(2.27)式和(2.28)式代入(2.29)式，能够得到： 

1 2

1 2

c c
c c
=

 = −
 

即： 

1 2 0c c= =                                     (2.30) 

结合(2.27)，(2.28)和(2.30)，就得到了奇摄动边值问题(2.2)~(2.4)的形式渐近展开式如下： 

( ) [ )

( ) ( ]

2

2

2

2

1 e , 1,0
~ 0, 0

1 e , 0,1

x

x

x x
y x

x x

ε

ε

α

β

−

−


+ + ∈ −

 =

 − + ∈

                         (2.31) 
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2.4. 形式渐近解的一致有效性 

通过以上的构造，得到了奇摄动边值问题(2.2)~(2.4)的形式渐近解(2.31)。为讨论其一致有效性，给

出如下定理。 
定理 1 奇摄动边值问题(2.2)~(2.4)存在重边界层解，且形式渐近解(2.31)是一致有效的，其中 0ε > 。 
证明：首先构造两个辅助函数 y 和 y ： 

( ),y Z x ε γε= −                                  (2.32) 

( ),y Z x ε γε= +                                  (2.33) 

其中， γ 为一个足够大的正常数，其中函数 

( )
( ) [ )

( ) ( ]

2

2

2

2

1 e , 1,0
, ~ 0, 0

1 e , 0,1

x

x

x x
Z x x

x x

ε

ε

α
ε

β

−

−


+ + ∈ −

 =

 − + ∈

 

现在证明 y 和 y 为奇异摄动边值问题(2.2)~(2.4)当 1 1x− < < 时的下，上解。 
因为 γ 为足够大的正数，显然有 y y≤ ，且由(2.31)，(2.32)式和(2.33)式，成立： 

( ) ( )1, 1,y yε α ε− ≤ ≤ −  

( ) ( )1, 1,y yε β ε≤ ≤  

还需证明： 
3 3 3 0, 1 0y x y y x xε ε′′ ′+ − − ≥ − < <                          (2.34) 

3 3 3 0, 0 1y x y y x xε ε′′ ′+ − − ≥ < <                           (2.35) 

下面只对(2.34)式进行证明，(2.35)式同理可证。将(2.31)式中的第一式和(2.32)式代入(2.34)式的左端得 

( ) ( )2 2 24 3 2 6 72 2 2

6

e 1 3 1 e ex x xx x x

x

ε ε ε

ε α ε α ε ε γ
−  

+ − + + − 
                     (2.36) 

由于 1 0x− < < ，所以 6x 为正，又因为
22e x

ε

ε
−

为正，故只要证明 

( ) ( ) 2 24 3 2 6 72 21 3 1 e ex xx x x
ε ε

α ε α ε ε γ+ − + + −                      (2.37) 

为正的即可。因此将上式进行整理： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

4 3 2 6 72 2

3 2 6 2

1 3 1 e e

1 3 e

x x

x

x x x

x x x

ε ε

ε

α ε α ε ε γ

α ε ε εγ

+ − + + −

= + − + −

                     (2.38) 

(2.38)式中， ( ) 26 2e 0xx x
ε

εγ − > ，由量级的比较，只要 23 0xε − > 即 0
3

xε
− < < 时，上式大于零。下

面分析 1
3

x ε
− < < − 。我们取极值来进行比较，当 x 越靠近

3
ε

− 时，第一部分的量级是 ( )4o ε ，第二部
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分为
7
2o ε

 
 
 

，因此(2.38)式的主项为第二部分，其大小由第二部分决定，所以，当 x 越靠近
3
ε

− 时，(2.38)

式为正，由此有(2.36)式也为正。用同样的方法也可以分析出当 x 越靠近−1 时，(2.38)式为正。至此，不

管 x 取何值，(2.36)式恒为非负的，因此(2.34)式得证。 
我们从(2.36)式中的函数图像(见图 1)，也验证了上面的结论。 
 

 
Figure 1. Image of function (2.36) 
图 1. 函数(2.36)的图像 
 

同理，也可以证明 y 满足下面的不等式 

3 3 3 0, 1 0y x y y x xε ε′′ ′+ − − ≤ − < <                       (2.39) 

3 3 3 0, 0 1y x y y x xε ε′′ ′+ − − ≤ < <                        (2.40) 

根据 Nagumo [7]定理，奇摄动边值问题(2.2)~(2.4)存在一个解，且满足： ( ) ( ) ( ), , ,y x y x y xε ε ε≤ ≤ ,
1 1x− < < , 0ε > ，再根据(2.32)式和(2.33)式，就得证(2.31)式是问题(2.2)~(2.4)的一致有效的渐近展开式。 

2.5. 实例仿真 

下面给出实例，通过𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚画出微分方程的函数图形，来验证所探讨的问题存在重边界层解。 
考虑如下奇摄动问题： 

( )3 3 3 , 1,1y x y y x xε ε′′ ′+ − = ∈ −  

( ) ( )1 4, 1 9y y− = − =  

有如下的解的图像(见图 2)： 
综合以上的分析可以发现奇摄动问题(2.2)~(2.4)的解具有以下特性： 
1) 奇摄动问题(2.2)~(2.4)的解在 0x = 处呈现重边界层现象。 
2) 虽然奇摄动问题((2.2)~(2.4)的渐近解(2.31)中未显示多层变量，但有内-内层隐含其中,事实上其内–

内层解渐近式为 0，正如图 2，图 3 中，在 0x = 附近，解呈现平坦状态。这表明了所得渐近解的正确性。 
3) 无论奇摄动问题(2.2)~(2.4)的边值如何给定，它的解在 0x = 处都会靠近 ( )0,0 点，即当两端边值同

号时，解会出现钩形(Hook)现象(见图 3)，这也是 Holmes 曾经得到过的现象。 
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Figure 2. Matlab solution of (2.2) - (2.4) 
图 2. (2.2)~(2.4)的 matlab 解(取 4, 9α β= − = ) 

 

 
Figure 3. Matlab solution of (2.2) - (2.4) 
图 3. (2.2)~(2.4)的 matlab 解(取 4, 9α β= = ) 

3. 具有奇性的一阶非线性奇摄动初值问题 

V.F. Butuzov, N.N. Nefedov [8]曾用修正的边界层函数法探讨了具有重退化根的一阶奇摄动初值问题： 

( )2 d , ,
d
y f y x
x

ε ε=  

( ) 00,y yε =  

其中 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
1, , , , , 0f y x h x y x f y x h xε ϕ ε ε= − − + > ，即退化方程具有二重根。该文揭示了当 1f 不同

时，对应渐近解的不同性态。但由于修正的边界层函数法使用时的技巧性相对较强，所以本文试图用匹

配法来研究该类问题，探究其解呈现的性态。 
受该文的启发，考虑如下带有奇性的奇摄动一阶非线性微分方程： 

( ) ( ) ( )22 3 2 32 0,,d 2
d
y x y x y x y x
x

ε ε ε= − + − + + ∈ +∞                    (3.1) 
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( )0 1y =                                      (3.2) 

这类方程的退化方程具有重根，而且方程(3.1)在 0x = 处有奇性，故而不满足文[8]中的条件(A1)。这

里 ε 为很小的正常数。 

3.1. 外部解 

将函数 ( ),y x ε 展开成关于 ε 的幂级数的形式如下： 

( ) ( )0, i
iiy x y xε ε+∞

=
= ∑                                (3.3) 

将(3.3)式代入(3.1)式，合并 y 的同次幂项，并令对应的系数为零，可得首次近似： 

( )( )23
0 2 0x y x x− + =                                (3.4) 

由于 ( )0,x∈ +∞ ，则(3.4)式变为： 

( )0 2 0y x x+ =                                   (3.5) 

即得到了奇摄动问题(3.1)~(3.2)的外部解： 

( )0 2y x x= −                                   (3.6) 

当 0x = 时， ( )0 0 0y = ，不满足初值条件 ( )0 1y = ，故奇摄动问题在 0x = 处存在边界层。 

3.2. 内部解 

下面来寻找问题的内部解。为了研究解在 0x = 处的性态，我们在 0x = 处引入伸展变量： 

ˆ xx αε
=                                     (3.7) 

即 ˆx xαε= ，其中 0α > 。将(3.7)式代入(3.1)式中，并记 

( ) ( )
0

ˆ ˆ, i
i

i
xY x Yε ε

+∞

=

= ∑  

得到： 

( ) ( )22 3 3 2 3d ˆ ˆ ˆ2
d

ˆ
2ˆ ˆ ˆ

ˆ
x xY Y Y x Y

x
α α α αε ε ε ε ε ε− = − + − + +                     (3.8) 

将(3.8)式展开，即变为： 

( ) ( )2 3 3 2 2 2 2 3d ˆ ˆ ˆ ˆ4 4 2
ˆ

ˆ ˆ ˆ
d

ˆ ˆx xY Y Y Y
x

Yx xα α α α αε ε ε ε ε ε ε− = − + + − + +  

进一步的整理可以得到： 

( ) ( )2 3 3 2 4 5 2 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆd ˆ ˆ ˆ ˆ4 4 2

d
ˆ

ˆ
Y Y x
x

Y YxYx xα α α α αε ε ε ε ε ε ε− += − + + − + +                (3.9) 

由于 0α > ，当 0ε → 时， ( )5O αε 项， ( )4O αε 项与 ( )3O αε 项相比较为小量。同样， ( )2O ε 项， ( )1O αε +

项与 ( )O ε 项比较， ( )2O ε 项和 ( )1O αε + 项为小量，故(3.9)式的主要部分为： 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.94057


杜亚洁，陈松林 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.94057 476 应用数学进展 
 

2 3 3 2
ˆd ˆˆ
ˆd

ˆx
x
Y Y Yα αε ε ε− = − −                                (3.10) 

我们可以通过平衡(3.10)式中的任意两项来求得特异极限，即得：当 1α = 时，
xx
ε

= ，刻画了一个最

靠近 0x = 附近的层，即内–内层。当
1
3

α = 时， 1
3

xx
ε

= ，此时为内层。 

同样，运用上一节的方法，我们可以求出当 1α = 时和当
1
3

α = 时的首项函数表达式分别为： 

( )0 e xY x c −=                                     (3.11) 

( )0 3

1Y x
x

= −





                                    (3.12) 

3.3. 匹配内外部解 

综合以上的过程，我们可以看出，只要确定了内–内层表达式中的常数 c，就可以得到非线性奇摄动 
问题(3.1)~(3.2)的形式渐近解。 

由于内-内层需要满足初值条件，故将(3.2)式代入(3.11)中，有： 

( ) 0
0 0 e 1Y c= =  

即 

1c =                                       (3.13) 

结合(3.6)式，(3.11)~(3.13)式，便得到了非线性奇摄动问题(3.1)~(3.2)的形式渐近展开式为： 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 3, ~ 2 e
x

x xy x y x Y Y x
x

ε εε
−

+ + = − + −

                     (3.14) 

通过以上的讨论，我们就得到了奇摄动初值问题(3.1)~(3.2)的形式渐近解(3.14)式，并用 mathematic
作图，所得结果与图像保持一致(见图 4)。下面定理中的一致有效性可以仿照定理 1 进行证明。 

定理 2 奇摄动初值问题(3.1)~(3.2)存在重边界层解，且形式渐近解(3.14)是一致有效的，其中 0ε > 。 
 

 
Figure 4. Mathematic solution of (3.1) - (3.2) 
图 4. (3.1)~(3.2)的 Mathematic 解 
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综合以上分析可以发现： 
1) 由于本章的初值问题具有奇性，由此得出的解的性态与 V.F. Butuzov 文中解的性态呈现了不同。 
2) V.F. Butuzov 一文中初值问题的解先是呈幂率衰减，然后是指数衰减；而本章的一阶奇摄动初值

问题在边界层区域先是呈指数衰减，再是幂率衰减。 
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