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Abstract 
This paper considers the stochastic volatility factor of the LNG forward price, uses the equivalent 
martingale measure and the Ito formula to obtain the volatility process, and uses the moment es-
timation method to estimate the parameters in the model. Empirical analysis shows that the ad-
vantages of the pricing mechanism with stochastic volatility factors are more obvious. 
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摘  要 

本文考虑液化天然气(LNG)远期价格的随机波动率因素，采用等价鞅测度和伊藤公式得到波动率过程，

利用矩估计法对模型中的参数进行估计，建立了随机波动率的远期定价模型。实证分析表明，加入随机

波动率因素的定价机制优势更明显。 
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1. 引言 

2019 年 10 月 14 日，美国芝加哥商业交易所推出首份可以进行实物交割的 LNG 期货合约[1]，进一

步促进了天然气产业的发展，有利于形成全球统一的市场基准价格。自页岩气大规模开发以来，美国从

全球最大的天然气进口国之一，于 2017 年成为天然气净出口国，这意味着美国很可能在未来 LNG 定价

方面掌握更多的主动权。研究表明，我国是全球最大的天然气进口国，预计到 2024 年，中国的 LNG 进

口量将超过日本成为全球最大的 LNG 进口国[2]。因此，研究复杂市场环境下的 LNG 定价机制，对我国

天然气市场的完善和发展具有理论价值和现实意义。 
目前，国内外已有学者对天然气价格进行研究。高志远[3]构建能源价格可计算一般均衡(Computable 

General Equilibrium, CGE)模型对宏观经济变量进行模拟分析，并针对能源价格对国民经济的影响进行政

策模拟。赫永达等[4]通过构建非完全竞争的 CGE 模型，模拟了在不同情景下国际天然气价格波动对居民

生活及产业结构的影响，认为国际天然气价格波动对中国经济的影响将越来越大，天然气价格波动的风

险不容忽视。薛凤，黄圣明[5]利用 VAR 模型和脉冲响应函数研究了我国天然气价格波动的原因，结果

表明天然气价格与国民生产总值、电价等有着交互的正向影响，为天然气价格改革相关政策的指定提供

了一定的理论依据。苏鹏[6]等人通过构建静态 CGE 模型模拟天然气价格变动对宏观经济各部门及出口和

消费的影响，指出天然气价格上涨对宏观经济各变量影响较小，但是会显著影响我国天然气产量和相关

产品的进出口。Brigida M [7]在对天然气和原油定价模型进行计算时，在满足马尔科夫条件下协整方程的

m 个状态之间可以互相转换，精确计算后得到天然气和石油价格之间的协整关系。邢文婷[8]等人考虑了

季节性和跳跃性因素建立了天然气期货定价模型。马超群[9]等人在 GSC 模型[10]的基础上，同时考虑石

油与天然气的协整关系与收益率的不确定性，提出了多资产大宗商品远期定价模型(GSCR 模型)。 
在资产定价模型的研究中，资产价格的波动率是一个非常重要的参数。在各类衍生证券定价问题中，传

统确定波动率的做法是隐含波动率法，即Black-Scholes公式得到的期权价格与市场价相等时的波动率取值，

因此波动率取值为固定的常数。然而，很多学者对波动率为常数的假设持怀疑态度，实证数据表明隐含波动

率与行权价格之间呈现出“波动率微笑”特征，且金融市场中标的资产价格具有“尖峰厚尾”现象[11]。为

了弥补常数波动率模型的不足，学者们开始研究随机波动率模型。吴育鑫[12]提出了随机波动率下的期权定

价模型，并通过实证表明随机波动率模型比传统的常数波动率模型更加精确。李亚茹[13]等运用随机波动率

Heston 模型对农产品期货价格保险进行定价。但这些模型都假设标的资产的利率和便利收益为常数。 
大宗商品与普遍意义的资产不同，生产量与消费量不需要严格匹配，持有者在持有大宗商品时会产生

便利收益，且标的资产的收益具有不确定性。众多学者研究大宗商品定价时均采用均值回复过程刻画便利

收益和收益率。Schwartz [14] [15]在便利收益和随即利率服从均值回复的假设下，建立了三因子模型。本文

在三因子模型的基础上，考虑加入随机波动率对天然气远期进行定价，以期获得合理有效的定价效果。 

2. 天然气远期价格定价模型 

2.1. 随机波动率的确定模型 

假设市场不确定性由概率空间 ( ), ,F QΩ 表示，Ω为样本空间，F 为σ 代数，Q 代表测度。t 时刻资

产的价格为 tS ，其便利收益为 tδ ，收益率为 tr ，标的资产价格、便利收益和收益率三者间具有相关性， tv
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表示随机波动率过程。考虑标的资产波动率的不确定性性，在随机波动率模型的基础上提出如下标的资

产价格模型： 
( ) ,d d dt t t t t t S tS r S t v S Wµ δ= + − +                                (1) 

( ) ,d d dt r t r r tr k m r t Wσ= − +                                   (2) 

( ) ,d d dt t tk t Wδ δ δδ α δ σ= − +                                  (3) 

( ) ,d d dt v t v t v tv k v t v Wθ σ= − +                                 (4) 

式中，µ 表示标的资产价格的平均增长率， rk 、kδ 和 vk 分别表示收益率、便利收益和随机波动率过程的

均值回复速率，m、α 和θ 分别表示收益率、便利收益和随机波动率过程的均值回复水平， rσ 、 δσ 和 vσ
分别表示收益率、便利收益和随机波动率过程的波动率系数，dt 为时间间隔，d sW 、d rW 、dWδ 和 d vW 均

表示服从布朗运动。 

2.2. 随机波动率模型的参数估计 

典型非线性、非高斯状态空间随机波动率模型的似然函数是及其复杂的高维积分，难以得到精确似

然函数，因此采用条件矩估计法[16]估计参数。然而波动率是不可观察的，我们必须通过标的资产价格适

当构造波动率的样本，再利用方程(4)得到模型参数的估计。 

设 0 1 1, , , nS S S − 是标的资产价格 tS 在 [ ]0,T 时段内的观察值，其中 tS 对应 i
iTt
n

= 时刻的观察值。 

根据 µ 的市场意义，它表示标的资产价格的平均增长率，即 

( )
t j

j

S S
E

S t j
µ

 −
=   − 

 

因此，构造 µ 的矩估计量为 

( )
1

1

0 1

1ˆ
n

t t

t t t t

S S
n S t t

µ
=

+

= +

 −
=   − 

∑  

接下来构造随机波动率过程 tv 的样本。需先消去漂移项 t trµ δ+ − ，利用 Ito 公式，通过对过程

{ }, 0tS t ≥ 的变换，构造 t tv S 的样本。以 tF 表示由{ },0sW s t≤ ≤ 生成的σ 域，Q 表示由过程 tW 在 tF 上导

出的测度，令 

, , 0
d

t t t
S t S t

s

r
W W s

v
µ δ∗ + −

= + ∫  

, , 0
d

t
v t v t sW W sγ∗ = + ∫  

式中， [ ], 0,t t Tγ ∈ 是任意 tF 可测过程。不妨取 ( ) ( ) ( )1 2 1

2
,

1
t t

t t t t
s

r
v

µ δ ρθ θ γ θ
ρ

+ −
= = = −

−
，根据 Girsanov 定

理，定义 Q 的等价鞅测度 *Q  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
* 2 21 2 1 2

, ,0 0 0

d 1exp d d d
d 2

T T T
s s s S s s v s

Q s W W
Q

θ θ θ θ = − + − − 
 ∫ ∫ ∫  

则 ( ), ,,S t v tW W∗ ∗ 在测度 *Q 下为二维布朗运动。方程(1)可改写为 

,d dt t t S tS v S W ∗=                                      (5) 
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由
1

1 ,di

i

t
i i t t S tt

S S v S W+ ∗
+ − = ∫ 利用二维 Ito 公式得： 

( ) ( )1 12 2
1 ,

2d di i

i i

t t
i i t t t i t t S tt t

n n nS S v S t S S S v W
T T T

+ + ∗
+ − = + −∫ ∫  

记 ( )1
,

2 di

i

t
i t i t t S tt

n S S S v W
T

ε + ∗= −∫ 。由 Ito 积分的性质知， , 1, 2, ,i i nε =  为鞅差序列，且 

( ){ }1
,

2 d 0i

i

t
i t i t t S tt

nE E S S S v W
T

ε + ∗= − =∫  

于是有如下近似式： 

( )2 2
1i i i i

n S S v S
T + − ≈  

故有 

( )2
1

2 , 0,1, , 1i i
i

i

n S S
v i n

TS
+ −

≈ = −  

这样我们便得到了随机波动率过程 tv 的样本。 
过程 tv 的不变分布的均值和方差分别为 

( )tE v θ= , ( )
2

2
v

t
v

Cov v
k
σ

θ=  

由于 tv 过程具有均值和方差的各态历经性，因而可分别构造均值θ ，方差
2

2
v

v

Cov
k
σ

θ= 矩估计 

0 10

1ˆ
n

t
t n

v
n n

θ
= +

=
− ∑ , 

0

2 2

10

1 ˆˆ
n

t
t n

Cov v
n n

θ
= +

= −
− ∑  

式中 0n 是一个适当的数，由过程{ }, 0tv t ≥ 从 0 时刻的初值 0v 达到稳定所要的时间决定。于是 

2 ˆ2 ˆ
ˆv v

Cov kσ
θ

=                                      (6) 

这就得到了当过程的平稳均值与平稳方差确定时，参数 vk 和 vσ 的关系。文献[17]给出了随机波动率

的条件期望为 

( ) ( )1 | e 1 ev vk k
i i iE v v v θ− −
+ = + − , 0,1, , 1i n= −  

Robigon [18]给出了时间序列 , 1, ,iv i n=  的条件均值 ( ) ( )1 |i iv E v v vξ += = 的核估计并讨论了它们的

渐进性质。 ( )vξ 的核估计为 

( )
( ){ }

( ){ }

1
1

1
1
1

1

1

1
1ˆ
1

n

i n i
i
n

n i
i

v K h v v
nv

K h v v
n

ξ

−
−

+
=
−

−

=

−
−=

−

∑

∑
 

式中 ( )K ⋅ 为核函数， nh 为带宽，满足条件：当 n →∞时， 0nh → ，而 nnh →∞。只要得到 ( ) ( )1 |i i iv E v vξ += ，

0, , 1i n= − 的估计量，则利用非线性最小二乘法就可得到 vk 的估计值，再利用式(6)求得 vσ 的估计值。 
随机波动率的条件均值呈标准正态分布，本文核函数取为 

( )
2

21 e
2

x

K x
−

=
π
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带宽 nh 的取值通过试算决定，选取 nh 使 ( )( ),i iv vξ 的散点图有较强的回归趋势。见图 1，图 1(a)~(d)
给出了 nh 分别取 0.02，0.05，0.2，0.5 时的散点图。从图中可见 nh 应取 0.5。 
 

     
(a) hn = 0.02                                               (b) hn = 0.05 

     
(c) hn = 0.2                                                (d) hn = 0.5 

Figure 1. ( )( ),i iv vξ  Scatter plot 

图 1. ( )( ),i iv vξ 散点图 
 

接下来对式(2)、(3)中的参数进行估计。本文所提模型为状态空间模型，可以用卡尔曼滤波方法对模

型中的参数进行估计。下面以 2010 年 1 月至 2015 年 12 月美国 LNG 进口价格数据(www.eia.gov)为样本，

对模型中的参数进行估计。参数估计值见表 1。 
 
Table 1. Parameter estimates 
表 1. 参数估计值 

待估参数 估计值 待估参数 估计值 

µ  −0.0093 rk  0.0274 

m 0.3217 rσ  0.5896 

kδ  0.7262 α  0.1166 

δσ  0.1021 vk  5.1420 

θ  0.0781 vσ  1.6477 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.94059


李亚君，王中兴 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.94059 490 应用数学进展 
 

3. 模型的验证和分析 

下面以 2016 年 1 月至 2018 年 12 月的数据作为样本外预测区间。 
由(2)(3)得： 

( ) ( )
,e e e dr r r

Tk T t k T k u
T t r r ut

r m r m Wσ− − −= + − + ∫                          (7) 

( ) ( )
,e e e d

Tk T t k T k u
t t ut

Wδ δ δ
δ δδ α δ α σ− − −= + − + ∫                         (8) 

将式(7)、(8)以及各参数的值代入(1)中，利用(9)递推公式，即可求得 LNG 价格的数值，如图 2 所示。 

( )1 ,1t t t t t v tS S r v Wµ δ+ = + + − +                              (9) 

其中， ,v tW 是正态随机数。 
 

 
Figure 2. Comparison of natural gas prices 
图 2. 天然气价格对比图 
 

图 2 分别给出天然气市场价格、考虑随机波动率得到的价格以及不考虑随机波动率的价格。从图中

可以看出，考虑随机波动率模型的拟合效果比不考虑随机波动率的拟合效果更好，更贴近市场价格，尤

其是在 2016 年 4 月和 2017 年 9 月，当天然气价格出现大幅波动，分别出现大幅上升和下降时拟合效果

更佳。这是因为考虑随机波动率模型，对价格波动较大的情况更敏感，因此本文所提模型可以更好的对

LNG 远期定价。 
实际值和预测值的差即为拟合误差，分别采用均方根误差(RMSE)和平均绝对误差(M。AE)统计量，

评价本文所提出的 LNG 远期定价模型的拟合和预测能力。 

( )2

1

1 ˆRMSE
N

t t
t

S S
N =

= −∑  

1

1 ˆMAE
N

t t
t

S S
N =

= −∑  

https://doi.org/10.12677/aam.2020.94059


李亚君，王中兴 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.94059 491 应用数学进展 
 

其中， ˆ
tS 为预测值， tS 为实际值。通过计算得到： RMSE 0.0197= , MAE 0.0134= ，模型拟合和预测的

均方根误差和平均绝对误差的值较小，均不超过 2%，因此说模型的拟合和预测能力较好。 

4. 结论 

本文在 LNG 价格的收益率和便利收益服从均值回复的基础上，考虑随机波动率因素，用等价鞅测度

和伊藤公式等方法求解模型，并用矩估计法得到模型中的参数，进而得到远期价格的数值解。实证表明，

随机波动率的模型拟合效果更好，具有较好的适应性。 
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