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Abstract 
Based on incomplete multi-granularity information system, this paper mainly discusses the up-
per-lower approximation and approximate accuracy of probabilistic rough sets, and the rules ex-
traction based on dominance-disadvantage relationship. Firstly, the optimistic (pessimistic) mul-
ti-granularity rough approximation in incomplete multi-granularity information systems is in-
troduced. Secondly, it discusses the optimistic (pessimistic) multi-granularity lower-upper ap-
proximation of probabilistic rough sets based on the similar relation, dominance relation and 
disadvantage relation respectively, the rule of approximate accuracy variation with ,α β  is given. 
Finally, it discusses rule extraction of probabilistic rough sets based on the variation of dominance 
and disadvantage relationship with parameter γ . 
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摘  要 

本文基于不完备多粒度信息系统，主要讨论了概率粗糙集的上下近似和精度的变化，以及基于优劣关系

的规则提取。首先，对不完备信息系统中多粒度粗糙集关于乐观(悲观)的上下近似进行了简单的介绍。

其次，基于相似关系优势关系和劣势关系，对不完备信息系统中的多粒度概率粗糙集从乐观(悲观)的角

度对其上下近似进行了讨论，得出了近似精度随 ,α β 的变化而变化的规律。最后，讨论了基于优劣关系

随参数 γ 变化的概率粗糙集的规则提取。 
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1. 引言 

粗糙集是 1982 年英国数学家 Pawlak 提出的理论[1]，该理论是一种处理不确定的，不精确信息的

数学工具。自提出以来，得到了很多学者的关注和研究，并已应用到了决策分析模式识别数据挖掘等

领域[2] [3] [4]。 
经典粗糙集模型是一种可以被要求利用信息是完全性的一种模型，却忽略了随机，文献[5]提出了多

粒度概率粗糙集模型集，解决了经典的粗糙集中下近似过于严格和上近似过于宽松的问题。但是，却没

有考虑到信息系统缺失属性值的情况。文献[6]，在不完备的决策信息系统中定义了粒度的属性缺失，粒

度组合重要度。文献[7]，根据乐观和悲观的角度，对贝叶斯决策进行了讨论并对决策信息系统进行了约

简的讨论。文献[8]，对经典的不完备信息系统进行了讨论和约简。文献[9]，对多粒度粗糙集的粒度约简

算法进行了讨论。文献[10] [11]，分别从容差关系模型拓展领域等角度对不完备信息系统进行了研究。 
本文是基于不完备信息系统进行的讨论，主要讨论了概率粗糙集的优劣关系及规则提取。在本文当

中，第二部分介绍了相关概念；第三部分我们基于相似关系，对多粒度概率粗糙集进行了讨论；第四部

分基于劣势关系和优势关系分别从乐观和悲观的角度对不完备的多粒度概率粗糙集进行了讨论，并给出

了随 ,α β 的变化规律与精度变化的规律。第五部分，讨论了基于优劣关系随参数 γ 变化的概率粗糙集的

规则提取。 

2. 相关概念 

定义 1 [5]：设 ( ), , ,S U C D V f=  为一个决策信息系统，其中 U 为论域；A C D=  为有限属性集合；

C 为条件属性集合，D 为决策属性集合 a
a A

V V
∈

=


， aV 为属性 a A∈ 的值域； :f U A V× → 是一个信息函

数， ( ), , , aa A x U f x a V∀ ∈ ∈ ∈ 。在缺失部分条件属性值的状况下(用*表示)，被称为不完备的决策信息系

统；否则，S 是一个完备决策信息系统。 
定义 2 [5]：设 ( ), , ,S U C D V f=  为一个不完备决策信息系统， { }1 2, , , mA A A A=  是 C 的 m 个属性

的子集族。 X U∀ ⊆ ，X 关于 A 的 
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(1) 乐观多粒度上(下)近似定义： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
: ,

m

m
o
i

i
A X x T x X T x X T x X x UΛ Λ Λ= ⊆ ∨ ⊆ ∨ ∨ ⊆ ∈∑   

( ) ( )
1 1

~ ~
m m

o o
i i

i i
A X A X

= =

 =  
 

∑ ∑  

(2) 悲观多粒度下(上)近似分别定义： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
0

: ,
m

m
p

i A A A
i

A X x T x X T x X T x X x U
=

= ⊆ ∧ ⊆ ∧ ∧ ⊆ ∈∑   

( ) ( )
1 1

~ ~
m m

p p
i i

i i
A X A X

= =

 
=   

 
∑ ∑  

定义 3 [8]：设 ( ), ,I U A F= 是一个不完备信息系统，称 BR 为其相似关系，如果满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , * *BR x y U U a B a x a y a x a y= ∈ ⊗ ∀ ∈ = = =或 或  

相似关系 BR 是自反而且满足对称性，但通常不满足传递性。记作 ( ) ( ){ }| ,B BS x y U x y R= ∈ ∈ ，则

( )BS x 被称为 x 关于 BR 的相似类；记 / BU R 是构成 U 的一个划分。 
定义 4 [8]：设 ( ), ,I U A F= 是不完备信息系统 
(1) 称 AR≥为优势关系，当满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , * *A a a a a aR y x U U V A f y f x f x f y≥ = ∈ ⊗ ∈ ≥ = =或 或  

时，可以利用优势类关系归类： [ ]{ }/ |A AU R x x U≥≥ = ∈ ，其中： [ ] ( ){ }| , Ax y U y x R≥ ≥= ∈ ∈ ， 

[ ] ( ){ }| , Ax y U x y R≤ ≤= ∈ ∈ ；[ ]Ax ≥
表示在属性 A 上优于 x 的优势类，[ ]Ax ≤

表示在属性 A 上劣于 x 的劣势类。 

(2) 称 AR≤为劣势关系，当满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , * *A a a a a aR y x U U V A f y f x f x f y≤ = ∈ ⊗ ∈ ≤ = =或 或  

时，可以利用劣势类关系归类： [ ]{ }/ |A AU R x x U≤≤ = ∈ ，其中： [ ] ( ){ }| , Ax y U y x R≥ ≤= ∈ ∈ ， 

[ ] ( ){ }| , Ax y U x y R≤ ≤= ∈ ∈ ；[ ]Ax ≥
表示在属性 A 上优于 x 的优势类，[ ]Ax ≤

表示在属性 A 上劣于 x 的劣势类。 

注：(1) 下文中的所有讨论基于不完备信息系统进行讨论，小标题中不在体现。 
(2) 根据定义 2 中悲观多粒度的上下近似，在下面的文章中，可类似于乐观多粒度概率粗糙集的上下

近似的讨论方式得出其相关定理和性质，本文不再给出。 

3. 基于相似关系的多粒度概率粗糙集模型 

定义 5：设 , , ,MIS U AT V f= 为一个不完备多粒度信息系统， x U∀ ∈ ，X U⊆ ，0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ， 

则 X 在相似关系 BR 上依参数 ,α β 的乐观(悲观)多粒度概率粗糙集下近似 ( )
1

m
o
i

i
A X

α=
∑ 和上近似 ( )

1

m
o
i

i
A X

β=
∑

 
分别定义： 

( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }1 21
: | | |B B B

m

m S S So
i A A A

i
A X x U p X x P X x P X x

α

α α α
=

= ∈ ≥ ∨ ≥ ∨ ∨ ≥∑ 
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( ) ( )
1 1 1

~ ~
m m

o o
i i

i i
A X A X

β β= = −

=∑ ∑  

通过定义 5，可以得到在不完备系统中，乐观多粒度概率粗糙集的边界域集合： 

( )
( ) ( )

,
1

1 1
m

i
i

m m
o o o

i i
A i i

Bnd A X A X
α β β α=

= =∑
= −∑ ∑  

二元组 ( ) ( )
1 1

,
m m

o o
i i

i i
A X A X

βα= =
∑ ∑ 称作是 X 基于相似关系 BR 关于粒度 ( )1,2, ,iA i m=  的乐观多粒度

概率粗糙集。 
定理 3.1：设 , , ,MIS U AT V f= 为一个不完备的多粒度信息系统， x U∀ ∈ ，X U⊆ ，0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ，

{ }1 2, , , mAT A A A=  则 

( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }1 21
: | | |B B B

m

m S S So
i A A A

i
A X x U p X x P X x P X x

β
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=

= ∈ > ∧ > ∧ ∧ >∑   

证明：

( ) ( )

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 1

~ ~

: ~ | 1 ~ | 1 ~ | 1

:1 | 1 1 | 1 1 | 1

~~ ~
: 1 1 1

:1

B B B

m

B B B

m

BB B

m

B B B

m

m m
o o
i i

i i

S S S

A A A

S S S

A A A

SS S
AA A

S S S
A A A

A X A X

x U p X x P X x P X x

x U p X x P X x P X x

X xX x X x
x U

x x x

x U

β β

β β β

β β β

β β β

= = −

=

= ∈ ≥ − ∨ ≥ − ∨ ∨ ≥ −

= ∈ − ≥ − ∨ − ≥ − ∨ ∨ − ≥ −

 
 = ∈ ≥ − ∨ ≥ − ∨ ∨ ≥ − 
  

= ∈

∑ ∑





 



[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1 1

: | | |

BB B

m

B B B

m

B B B

m

SS S
AA A

S S S
A A A

S S S

A A A

X xX x X x

x x x

x U p X x P X x P X x

β β β

β β β

 
 − ≥ − ∨ − ≥ − ∨ ∨ − ≥ − 
  

= ∈ > ∧ > ∧ ∧ >

 





 

定义 6：设 , , ,MIS U AT V f= 为一个不完备的多粒度信息统， x U∀ ∈ ，X U⊆ ， { }1 2, , , mAT A A A=  ，

0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ，X 在相似关系 BR 上依参数 ,α β 的乐观(悲观)多粒度概率粗糙集近似精度 ( ),oλ α β 分

别定义为： 

( )
( )

( )
,

om

i
io

o
m

i
i

A X

A X

α

β

λ α β =
∑

∑
； ( )

( )

( )
,

pm

i
ip

p
m

i
i

A X

A X

α

β

λ α β =
∑

∑
。 

例 1：S 是一个不完备的多粒度信息系统，(如表 1 所示)， { }1 1A a= ， { }2 2A a= ， { }3 3 4,A a a= ，

{ }1 2 8, , ,U x x x=  ， 1 2 8, , ,x x x 是 8 个对象， 1 2 3 4, , ,a a a a 是四个条件属性，D 是决策性， { }1 2 3, ,A A A A= 是

粒度空间。 
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Table 1. Incomplete information system S 
表 1. 不完备信息系统 S 

U 1a  2a  3a  4a  D 

1x  1 1 3 2 1 

2x  2 * 2 1 1 

3x  1 1 3 2 1 

4x  1 * * 1 2 

5x  * 2 2 * 2 

6x  1 2 * 2 2 

7x  2 2 2 1 2 

8x
 

1 2 1 1 1 

 

{ } { }{ }1 2 3 8 4 5 6 7/ , , , , , , ,U d x x x x x x x x=  

根据定义 4 基于相似关系，当α 变小， β 变大时，求得在不完备多粒度信息系统中概率粗糙集在不

同决策类型的乐观(悲观)多粒度上(下)近似集(如表 2 所示)： 
 

Table 2. Optimistic (pessimistic) upper and lower approximate sets of incomplete multi-granularity probability rough sets 
based on similarity relations 
表 2. 基于相似关系的不完备多粒度概率粗糙集的乐观(悲观)上下近似集 

 ( )
3

1
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o
i

i

A D
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∑  ( )
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1
1

o

i
i

A D
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∑  ( )
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1
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p
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∑
 

( )
3

2
1

p

i
i

A D
α=

∑  ( )
3

2
1

p

i
i

A D
β=

∑  

0.8
0.1

α
β
=
=

 φ  φ  φ  φ  φ  U φ  U 

0.7
0.1

α
β
=
=

 { }1 2 3 4, , ,x x x x  φ  { }2 4 5 7, , ,x x x x  φ  { }1 2 3 4, , ,x x x x  U { }2 4 5 7, , ,x x x x  U 

0.6
0.4

α
β
=
=

 { }1 2 3 4 6, , , ,x x x x x  φ  { }1 2 4 5 6 7 8, , , , , ,x x x x x x x  φ  { }1 3,x x  U { }2 5 7, ,x x x  U 

 
得到近似精度为： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 20.8,0.1 0; 0.8,0.1 0; 0.8,0.1 0; 0.8,0.1 0;o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
1 10.7,0.1 0; 0.7,0.1 0; 0.7,0.1 ; 0.7,0.1 ;
2 2

o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
2 30.6,0.4 0; 0.6,0.4 0; 0.6,0.4 ; 0.6,0.4
8 8

o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

通过例 1，可以发现在不完备信息系统中，基于相似关系对缺省的值进行分类；会出现在乐观的情

况下所有的上(下)近似和精度都为空的情况，并且在完备的信息系统中近似精度所满足的性质此时也都不

在满足。由此，我们在接下来的文章中基于优劣关系进行讨论。 
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4. 基于优势(劣势)关系的多粒度概粗糙集模型 

定义 7:设 , , ,MIS U AT V f= 为一个不完备的多粒度信息系统， x U∀ ∈ ，X U⊆ ，0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ，

则 

(1) 在优势关系 iAR≥
上 ,依参数 ,α β 的乐观(悲观)多粒度概率粗糙集下近似 ( )

1

m
o
i

i
A X

α=
∑ 和上近似

( )
1

m
o
i

i
A X

β=
∑ 分别定义： 

( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }1 21
: | | |

m

m
o
i A A A

i
A X x U p X x P X x P X x

α

α α α≥ ≥ ≥

=

= ∈ ≥ ∨ ≥ ∨ ∨ ≥∑   

( ) ( )
1 1 1

~ ~
m m

o o
i i

i i
A X A X

β β= = −

=∑ ∑  

通过定义，可以得到在不完备系统中，乐观(悲观)多粒度概率粗糙集的边界域集合如下： 

( )
( ) ( )

,
1

1 1
m

i
i

m m
o o o

i i
A i i

Bnd A X A X
α β β α=

= =∑
= −∑ ∑  

二元组 ( ) ( )
1 1

,
m m

o o
i i

i i
A X A X

βα= =
∑ ∑ 是一个被称作是 X 基于优势关系

iAR≥
关于粒度 ( )1, 2, ,iA i m=  的乐 

观多粒度概率粗糙集。 

(2) 在劣势关系
iAR≤
上，依参数 ,α β 的乐观(悲观)多粒度概率粗糙集下近似 ( )

1

m
o
i

i
A X

α=
∑ 和上近似

( )
1

m
o
i

i
A X

β=
∑ 分别定义： 

( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }1 21
: | | |

m

m
o
i A A A

i
A X x U p X x P X x P X x

α

α α α≤ ≤ ≤

=
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~ ~
m m

o o
i i

i i
A X A X

β β= = −

=∑ ∑  

通过定义，可以得到，在不完备系统中，乐观多粒度概率粗糙集的边界域集合： 

( )
( ) ( )

,
1

1 1
m

i
i

m m
o o o

i i
A i i

Bnd A X A X
α β β α=

= =∑
= −∑ ∑  

二元组 ( ) ( )
1 1

,
m m

o o
i i

i i
A X A X

βα= =
∑ ∑ 称作是 X 基于劣势关系关于粒度 ( )1,2, ,iA i m=  的乐观多粒度概

率粗糙集。 
定理 4.1：设 , , ,MIS U AT V f= 为一个不完备的多粒度信息系统，X U⊆ ， x U∀ ∈ ，0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ，

则上近似可以表示为 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }1 2
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1
: | | |

m

m

i A A A
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A x U p X x P X x P X xβ β β≥ ≥ ≥
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证明： ( ) ( )
1 1 1

~ ~
m m

o o
i i

i i
A X A X

β β= = −

=∑ ∑  (其余等式证明可类似定理 3.1 可证)。 

注：(1) 同理可得，悲观的上近似有如下性质 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ){ }1 21
: | | |

m

m
p

i A A A
i

A x U p X x P X x P X x
β

β β β≥ ≥ ≥

=

= ∈ > ∨ > ∨ ∨ >∑  。 

(2) 同理基于劣势关系也可得出如上定理。 
定义 8：设 , , ,MIS U AT V f= 为不完备多粒度信息系统 x U∀ ∈ ， X U⊆ ，0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ，因此

X 在优势关系
iAR≥  (劣势关系

iAR≤ )上依参数 ,α β 的乐观(悲观)多粒度概率粗糙集近似精度 ( ),oλ α β 分别定

义为： 

( )
( )

( )
,

om

i
io

o
m

i
i

A X

A X

α

β

λ α β =
∑

∑
； ( )

( )

( )
,

pm

i
ip

p
m

i
i

A X

A X

α

β

λ α β =
∑

∑
。 

例 2 不完备多粒度信息系统为例 1 中给出的(如表 1)我们基于优势关系进行讨论，得到在优势关系下 

的归类： [ ] [ ] [ ]{ }1 2 8/ , , ,
i i i iA A A A

U R x x x ≥≥ ≥≥ =   

根据定义 7，当α 变小， β 变大时，基于优势关系求得在不完备多粒度信息系统中概率粗糙集在不

同决策类的乐观(悲观)多粒度上(下)近似集(如表 3 所示)： 
 
Table 3. Optimistic (pessimistic) upper and lower approximations of incomplete multi-granularity probability rough sets 
under dominance relations 
表 3. 优势关系下的不完备多粒度概率粗糙集的乐观(悲观)上下近似 
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∑
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2
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∑  ( )
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i
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∑  ( )
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∑  ( )
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∑  ( )
3

2
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i
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α=

∑  ( )
3

2
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i
i

A D
β=

∑  

0.8
0.1

α
β
=
=

 φ  φ  φ  φ  φ  U φ  U 

0.7
0.1

α
β
=
=

 φ  φ  φ  φ  φ  U φ  U 

0.6
0.4

α
β
=
=

 { }1 3 6, ,x x x  { }1 3 6, ,x x x  { }2 4 5 6 7 8, , , , ,x x x x x x  { }2 4 5 7, , ,x x x x  { }1 3 6, ,x x x  U { }2 4 5 6 7 8, , , , ,x x x x x x  U 

 
得到近似精度为： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 20.8,0.1 0; 0.8,0.1 0; 0.8,0.1 0; 0.8,0.1 0;o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 20.7,0.1 0; 0.7,0.1 0; 0.7,0.1 0; 0.7,0.1 0;o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
3 3 60.6,0.4 1; 0.6,0.4 ; 0.6,0.4 ; 0.6,0.4
2 8 8

o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

根据定义 7，当α 变小， β 变大时，基于劣势关系求得在不完备多粒度信息系统中概率粗糙集在不

同决策类的乐观(悲观)多粒度上(下)近似集(如表 4 所示)： 
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Table 4. Optimistic (pessimistic) upper and lower approximations of incomplete multi-granularity probability rough sets 
under the inferiority relationship 
表 4. 劣势关系下的不完备多粒度概率粗糙集的乐观(悲观)上下近似 
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0.8
0.1
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=
=

 φ  { }4x  φ  { }4x  φ  U φ  U 

0.7
0.1

α
β
=
=

 { }1 2 3 4, , ,x x x x  { }4x  φ  { }4x  { }1 2 3 4, , ,x x x x  U φ  U 

0.6
0.4

α
β
=
=

 { }1 2 3 4, , ,x x x x  { }4x  { }2 4 5 7 8, , , ,x x x x x  { }4 8,x x  { }1 2 3 4, , ,x x x x  U { }2 4 5 7 8, , , ,x x x x x  U 

 
基于劣势关系得到近似精度为： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 20.8,0.1 0; 0.8,0.1 0; 0.8,0.1 0; 0.8,0.1 0;o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
4 10.7,0.1 ; 0.7,0.1 0; 0.7,0.1 ; 0.7,0.1 0;
1 2

o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
4 5 1 50.6,0.4 ; 0.6,0.4 ; 0.6,0.4 ; 0.6,0.4
1 2 2 8

o o p pD D D Dλ λ λ λ= = = =  

定理 4.2:设 , , ,MIS U AT V f= 为不完备多粒度信息系统， x U∀ ∈ ， X U⊆ ，0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ，因

此基于优势关系和劣势关系的 ,α β 的近似精度应有如下性质： 
(1) ( ) ( )0, ,pλ α β λ α β≤  
(2) ( ) ( )0 , 1, , 0p oλ α β λ α β≤ ≤ ≥  
注：在相似关系中上述性质一般不成立。 
通过例 1 和例 2 的比较，可以发现在不完备系统中，基于优劣关系对缺省的值进行分类；这样可以避免

依据相似关系分类时造成的信息偏差，和在乐观情况下所有的上(下)近似和精度都为空的情况。根据乐观和

悲观，可以在不完备的多粒度概率粗糙集中通过调整 ,α β 值，得到不同的近似精度，并有如下变化规律： 
(1) 在相同的 ,α β 值下，基于劣势关系得到了更大的近似精度。 
(2) 当 ,α β 值同时变小时，上下近似会同时变增大； 
(3) 当 ,α β 值同时变时，上下近似会同时变递减。 
(4) 当α 逐渐减小， β 逐渐增大时，可以得到较大的下近似和较小的上近似，并且相应的不完备多

粒度概率粗糙集的近似精度会增大。相反，则会减小。 

5. 基于优劣势关系的多粒度概率粗糙集的决策规则 

定义 9 [8]： ( ), , ,MIS U AT F d= 是一个不完备多粒度决策信息系统，d 是决策属性，d 把 U 分类为有

序的： { } { }, , 1, ,tD D t T T k= ∈ =  ，对于任意 ,r s T∈ ，当 r s> 时， rC 中的对象优于 sC 中的对象，于是

这些有序的决策类用向上联合与向下联合近似来表示： ( ), 1, ,t s t s
s t s t

D D D D t k≥ ≤

≥ ≤

= = = 

 

，当 tx D≥∈ 时，

表示 x 至于属于 tD 决策类；而当 tx D≤∈ 时，表示 x 至多属于 tD 决策类。 
定义 10：设 , , ,MIS U AT V f= 为一个不完备多粒度信统， x U∀ ∈ ，X U⊆ ， { }1 2, , , mAT A A A=  ，

0 0.5 1β α≤ ≤ < ≤ ， tD≥和 tD≤在优势关系 AR≥上的下近似与上近似表示： 
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tD≥和 tD≤的边界为： 

( ) ( )( ) ( )( )
1 1

m m

A t A t A t
i i

BN D R X D R X D≥ ≥ ≥ ≥ ≥

= =

= −∑ ∑  

( ) ( )( ) ( )( )
1 1

m m

A t A t A t
i i

BN D R X D R X D≤ ≥ ≤ ≥ ≤

= =

= −∑ ∑  

则可能的决策规则有： 
(1) 确定的 D≥ 规则：若 ( )1 1a af x v≥ 与 ( )2 2a af x v≥ 与 ( )ak akf x v≥ 与 ( )1 1ak akf x v+ +≤ 与 ( )ap apf x v≤ ，则

x D≥∈ 。 
(2) 可能的 D≥ 规则：若 ( )1 1a af x v≥ 与 ( )2 2a af x v≥ 与 ( )ak akf x v≥ 与 ( )1 1ak akf x v+ +≤ 与 ( )ap apf x v≤ ，则 x

可能属于 tD≥。 
(3) 确定的 D≤ 规则：若 ( )1 1a af x v≤ 与 ( )2 2a af x v≤ 与 ( )ak akf x v≤ 与 ( )1 1ak akf x v+ +≥ 与 ( )1 1ak akf x v+ +≥ ，

则 tx D≤∈ 。 
(4) 可能的 D≤ 规则：若 ( )1 1a af x v≤ 与 ( )2 2a af x v≤ 与 ( )ak akf x v≤ 与 ( )ak akf x v≤ 与 ( )ap apf x v≥ ，则 x 可

能属于 tD≤。 
例 3：s 是一个不完备的多粒度决策信息系统(如下表 5 所示)， { }1 2 8, , ,U x x x=  ， 1 2 8, , ,x x x 是 8 个对

象， 1 2 3 4, , ,a a a a 是四个条件属性，是决策属性， { }1 2 3, ,A A A A= 是粒度间， { }1 1A a= ， { }2 2A a= ， { }3 3 4,A a a= 。 
 
Table 5. Incomplete information system 
表 5. 不完备信息系统 

U 1a  2a  3a  4a  D 

1x  1 1 3 2 2 

2x  2 * 2 1 2 

3x  1 1 3 2 2 

4x  1 * * 1 1 

5x  * 2 2 * 2 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.98152


石孝安，傅丽 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.98152 1307 应用数学进展 
 

Continued 

6x  1 2 * 2 2 

7x  2 2 2 1 2 

8x
 

1 2 1 1 1 

 
从表中得到决策类 { }1 2,D D D= ，其中： { }1 1 2 3 5 6 8, , , , ,D x x x x x x= ， { }2 4 7,D x x= 。 
由于只有两个决策类，得到向下联合 1 1D D≤ = 与向上联合 2 2D D≥ = ，于是当 { }1 2 3 5 6 8, , , , ,X x x x x x x= ，

取 1γ = 时，得到下近似，上近似和边界为 

( )( )
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1
1

A
i

R X D φ≥ ≥

=

=∑ ， ( )( )
3

1
1

A
i

R X D φ≥ ≤

=

=∑  

( )( ) { }
3

2 1 3 6
1

, ,A
i

R X D x x x≥ ≥

=

=∑ ， ( )( ) { }
3

2 1 3 6
1

, ,A
i

R X D x x x≥ ≤

=

=∑  

( )1ABN D φ≤ = ， ( )2ABN D φ≥ =  

取 0.7γ = 时，得到下近似，上近似和边界为 

( )( )
3

1
1

A
i

R X D φ≥ ≥

=

=∑ ， ( )( ) { }
3

1 1 2 3 4 5 6 7 8
1

, , , , , , ,A
i

R X D x x x x x x x x≥ ≤

=

=∑  

( )( ) { }
3

2 1 3 6
1

, ,A
i

R X D x x x≥ ≥

=

=∑ ， ( )( ) { }
3

2 1 2 3 4 5 6 7 8
1

, , , , , , ,A
i

R X D x x x x x x x x≥ ≤

=

=∑  

( ) { }1 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,ABN D x x x x x x x x≤ = ， ( ) { }2 2 4 5 7 8, , , ,ABN D x x x x x≥ =  

因此，可以将不完备信息中的多粒度层整体考虑来得到规则： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4: , ,1 , ,1 , ,3 , ,1 , , 2r a a a a d≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥ → ≥ ，支持这个决策规则的对象有 1 3,x x ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 4: , , 2 , ,* , , 2 , ,1 , , 2r a a a a d≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥ → ≥ ，支持这个决策规则的对象有 2 5 7, ,x x x ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 4: , ,1 , ,* , ,* , ,1 , ,1r a a a a d≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥ → ≥ ，支持这个决策规则的对象有 

1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,x x x x x x x x ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 2 3 4: , ,* , , 2 , , 2 , ,* , , 2r a a a a d≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥ → ≥ ，支持这个决策规则的对象有 5 7,x x ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 4: , ,1 , , 2 , ,* , , 2 , , 2r a a a a d≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥ → ≥ ，支持这个决策规则的对象有 5 6,x x ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 1 2 3 4: , ,1 , , 2 , ,1 , ,1 , ,1r a a a a d≥ ∧ ≥ ∧ ≥ ∧ ≥ → ≥ ，支持这个决策规则的对象有 2 5 6 7 8, , , ,x x x x x 。 

当 0.7γ = ，规则 1 2 8, , ,r r r 全部可能是确定的 D≥ 决策规则，也有可能是 D≤ 决策规则。 
当 1γ = 时，规则 1r 时确定的 D≥ 决策规则， 2 6, ,r r ，可能是 D≤ 决策规则，但是也有可能是确定的 D≥

决策规则。 
由此，可以发现当 γ 值越大，则得到的确定性规则越多，反之会越少。这样我们就可以根据决策者

的不同要求来获取更为有用的规则。 

6. 结论及展望 

本文是基于不完备信息系统进行的研究。在本文开始，介绍了不完备系统中的多粒度粗糙集理论和

乐观粗糙集近似和悲观多粒度粗糙集近似的定义；第三部分给出了不完备信息系统中基于相似关系的多
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粒度概率粗糙集的相关定义及性质，讨论了其上下近似和近似精度。第四部分基于优势关系劣势关系分

别讨论了多粒度概率粗糙集的上下近似和近似精度，并做了对比，通过调整参数 ,α β 的值来得到更高的

近似精度，讨论了近似精度满足的性质和变化规律。最后在第五部分提出了不完备信息系统中的多粒度

概率粗糙集基于优劣关系的规则提取。 
每个相关的定义都给出了具体实例验证，进一步探讨概率粗糙集模型基于优劣关系的规则提取的有

效性，接下来的工作将针对这些规则的给出，尝试给出更为高效的约简及其规则提取的算法。 
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