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摘  要 

为了研究具有浓度迁移率和对数势能的修正Cahn-Hilliard方程，在空间上采用混合有限元方法进行离

散，时间上采用Crank-Nicolson格式进行离散，对于非线性项采用了凸分裂的方法。证明了数值方法的

稳定性，并且给出了误差估计。最后，通过数值算例对理论分析进行了验证。结果表明，理论分析与数

值实验相一致。 
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Abstract 
In order to study the modified Cahn-Hilliard equation with concentration mobility and logarithmic 
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potential energy, the mixed finite element method was used in space, and the Crank-Nicolson 
scheme was used in time. The convex splitting method is used for nonlinear terms. Furthermore, 
the stability of the numerical method is proved and the error estimate is given. Finally, a numeri-
cal example is given to verify the theoretical analysis. The results show that the theoretical analy-
sis is consistent with the numerical experiment. 
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1. 引言 

Cahn-Hilliard 方程最早是由 Cahn 和 Hilliard 在 20 世纪 50 年代提出的[1]，常用来描述二元合金在某

种不稳定状态时相的分离和粗化现象[2] [3] [4]。为了抑制粗化现象，Aristotelous 提出修正 Cahn-Hilliard
方程[5]。本文研究的具有浓度迁移率和对数势能的修正 Cahn-Hilliard 方程具有如下形式： 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

0

0

, , 0, ,

, , 0, ,

, , 0, ,
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w u u x t T

u u x t T

u w x t T
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ε φ ϕ
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 = ∇ ⋅ ∇ ∈Ω×


= − ∆ + + ∈Ω×
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= ∈Ω

                           (1)

 

其中： , 2dR dΩ∈ = ； ε 是给定的参数； t
uu
t

∂
=
∂

； 0β > ；n 是单位外法向量。u 是混合物中某种物质的

浓度，w 是化学势能，ϕ 是辅助变量， ( )0 0
1 du u x x

Ω
=
Ω ∫ 。 ( )m u 是浓度迁移率，定义如下[6]：对于 0 1σ< ≤ ， 
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容易得到，对于 u R∀ ∈ ，存在 1 2 0m m> > ，使得 ( )1 2m mm u≥ ≥ 成立；对于 u R∀ ∈ ，存在 0M > ，

使得 ( ) Mm u′ ≤ 成立。 ( )uΦ 是对数势能，定义如下[7]：对于 ( )0,1θ∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )211 ln 1 1 ln 1 1 , 1,1 .
2 2

u u u u u u uθ
Φ = + + + − − + − ∈ −  

( ) ( ) ( ) ( )( )ln 1 ln 1 .
2

u u u u uθφ ′= Φ = + − − −
 

根据正则化思想，考虑下面的对数势能函数[8]：对于 ( )0,1k∀ ∈ ， 
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在接下来的研究中，将用正则化的对数势能Φ


及其导数φ


来代替Φ和φ ，为了简单，仍记为Φ和φ。

自由能函数定义为： 

( ) 1

2
22

0d .
2 2 HE u u x u uε β

−
Ω

 
= ∇ +Φ + − 

 
∫  

2. 数值格式 

( )2L Ω 是平方可积函数空间，内积为 ( ) ( ) ( )d, u x v xu xv
Ω

= ∫ ，相应范数为 ( ) ( )2 ,Lu u u u
Ω

= = 。

( )1H Ω 是通常的 Sobolev 空间，相应的半范和范数分别为 

( ) ( )1 1

1 1
2 2 22 2d , d d .H HDu x u x Du xu u

Ω Ω Ω
= = +∫ ∫ ∫  

具有浓度迁移率和对数势能的修正 Cahn-Hilliard 方程的弱解形式为： 

( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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其中 
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( )2 u uφ = 。容易得到 ( ),u∀ ∈ −∞ ∞ ，
( )10 :
2

L
k k
θφ′< ≤ =
−

， 2 1φ′ = 。 

2.1. 半离散格式 

把时间区间 [ ]0,T 进行剖分， 0 10 Nt t t T= < < < = ，N 是一个正整数，时间节点满足 it iτ= ，

0,1, ,i N=  ，
T
N

τ = 是时间步长。接下来构造具有浓度迁移率和对数势能的修正 Cahn-Hilliard 方程的半

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99164


李亚楠 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99164 1386 应用数学进展 
 

离散格式：给定 nu ，求 1nu + ， 1nw + ， 1nϕ + ，当 1n ≥ 时，满足 

( ) ( )( )( ) ( )
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              (3) 

其中
1

1
n n

n u uuτδ τ

+
+ −
= 。 

2.2. 全离散格式 

设 hT K= 是区域Ω上拟一致剖分， ih 表示网格大小，
0
max ii N

h h
≤ ≤

= ， hS 是分片连续的有限元空间，定

义 ( ) ( ){ }, ,h h h k hKS v C v P x y K T= ∈ Ω ∈ ∈ ， ( )1
hS H⊂ Ω 。这里 ( ),kP x y 是 ,x y 的次数不超过 ( )k Z +∈ 的线

性多项式的集合。定义 ( ) ( ){ }2 2
0 : ,1 0L u L u= ∈ Ω = ， ( )2

0:h hS S L= ∩ Ω 。接下来构造具有浓度迁移率和对数

势能的修正 Cahn-Hilliard 方程的全离散格式：给定 n
hu ，求 1n

hu + ， 1n
hw + ， 1n

hϕ
+ ，当 1n ≥ 时，满足 
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              (4) 

Ritz 投影算子 ( )1:h hR H SΩ → 满足 ( )( ), 0hu R u v∇ − ∇ = ， ( ),1 0hR u u− = ，其中 0
0h hu R u= 。 

3. 稳定性分析 

定义 3.1： 1H − 范数定义如下： 

( )( ) ( )1

1,
0

,
: , sup , .

h
h h h h h hh

S

v
v v v v S

χ

χ
χ

−

−
≠ ∈
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∇

  

引理 3.1 [9]：设 ( ), hSζ χ ∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1,, : , , , .h h h hh T T T Tζ χ ζ χ ζ χ ζ χ
−

= ∇ ∇ = =  

其中 ( ) ( ):h h hT S SΩ → Ω  是可逆线性算子， ( )( ) ( ), ,hT χ ν χ ν∇ ∇ = ，且满足 

( ) 1,, ,hg gχ χ
−

≤ ∇  

其中 ( )hg S∈ Ω 。进一步，下面估计式成立 

1, , .hh C Sζ ζ ζ
−

≤ ∀ ∈   

定理 3.1：令 ( )1 1,n n
h hu w+ + 是(4)的解，对任意的 , , 0hτ ε > ，下面的不等式成立 

( ) ( ) ( )
22 2 21 1 1 1

1,
.

2 2
n n n n n n n n
h h h h h h h hh

E u m u w u u u u E uε βτ+ + + +

−
+ ∇ + ∇ −∇ + − ≤                (5) 

证明：在(4)的第 1 式中，令 1n
h hq wτ += ，得 

( ) ( )
2

1 1 1, 0.n n n n n
h h h h hu u w m u wτ+ + +− + ∇ =                               (6) 
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在(4)的第 2 式中，令 ( )1n n
h h hv u u+= − − ，并运用 ( ) ( )22 22 ,a b a a b a b− = − + − 得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2 2 2 21 1 1 1

1 1 1 1
1 2

,
2
, , 0.

n n n n n n n
h h h h h h h
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+ − − + − =
                      (7) 

在(4)的第(3)式中，令 ( )1n n
h h h hT u uψ += − − ，得 

( )( ) ( )( )1 1 1 1
0, , 0.n n n n n n

h h h h h h h hT u u u u T u uϕ β+ + + +− ∇ ∇ − + − − =                        (8) 

将(6)，(7)，(8)相加并利用引理 3.1 得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

22 2 2 21 1 1

1 1 1 1
1 2 0 1,

2
, , 0.

n n n n n n
h h h h h h

n n n n n n n
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u u u u u u u u

ετ

φ φ β

+ + +

+ + + +

−

∇ + ∇ − ∇ + ∇ −∇

+ − − + − − =
                     (9) 

在 ( )uΦ 的定义中，用 ( )1 uΦ 和 ( )2 uΦ 来表示 ( )1 uφ 和 ( )2 uφ 的原函数所对应的部分，即 

( ) ( ) ( )1 2u u uΦ = Φ −Φ ， ( ) ( )1 1u uφ′Φ = ， ( ) ( )2 2u uφ′Φ = 。 
然后利用泰勒展开公式，得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )21 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 .
2

n n n n n n n n n n
h h h h h h h h h hu u u u u u u u u uφ φ ξ φ+ + + + + +′Φ −Φ = − + − ≥ −            (10) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )21 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 .
2

n n n n n n n n n n
h h h h h h h h h hu u u u u u u u u uφ φ ξ φ+ + + +′Φ −Φ = − + − ≥ −             (11) 

结合(10)，(11) 得到： 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 .n n n n n n

h h h h h hu u u u u uφ φ+ + +− − ≥ Φ −Φ                          (12) 

将(12)代入(9)式，并对(9)式最后一项运用 ( ) ( )22 22 ,a b a a b a b− = − + − ，得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

22 2 2 21 1 1

2 2 21 1 1
0 01, 1, 1,

2

,1 0.
2

n n n n n n
h h h h h h
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h h h h h hh h h

m u w u u u u

u u u u u u u u

ετ

β

+ + +

+ + +

− − −

∇ + ∇ − ∇ + ∇ −∇

+ Φ −Φ + − − − + − ≤
               (13) 

根据自由能函数的定义，则上式变为 

( ) ( ) ( )
22 2 21 1 1 1

1,
.

2 2
n n n n n n n n
h h h h h h h hh

E u m u w u u u u E uε βτ+ + + +

−
+ ∇ + ∇ −∇ + − ≤  

则稳定性得证。 

4. 误差估计 

为了之后证明的简单，介绍下面一些符号： 
1 1 1 1 1 1ˆ : , : ,n n n n n n

u h h u he R u u e u R u+ + + + + += − = −  

1 1 1 1 1 1ˆ : , : ,n n n n n n
w h h w he R w w e w R w+ + + + + += − = −  

1 1 1 1 1 1ˆ : , : ,n n n n n n
h h he R e Rϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ+ + + + + += − = −  

( )1 1 1.n n n
h tu R u uτσ δ+ + += −  
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对于 ( ), ,u w ϕ ，做如下正则性假设： 

( )( ) ( )( )1,5 10, ; 0, ; ,ru L T W L T H∞ ∞ +∈ Ω ∩ Ω  

( )( )10, ; ,rw L T H∞ +∈ Ω  

( )( )10, ; .rL T Hϕ ∞ +∈ Ω  

引理 4.2 [10]：Ritz 投影算子 hR 满足下面的估计： 

( )1
11
, ,hR u C u u H≤ ∀ ∈ Ω  

( )1 1
11
, .r r

h h ru R u h u R u Ch u u H+ +
+

− + − ≤ ∀ ∈ Ω  

引理 4.3 [11]：假设 ( ),u w 是(2)的解，则有下面估计： 

( ) 21 2 2 2 .n ru Ch Cσ τ+ +≤ +  

定理 4.2：设初始问题(2)，全离散格式(4)的解分别是 ( ),u w 和 ( )1 1,n n
h hu w+ + ，存在常数 , ,C hτ ，则有估

计式 

2 2 21 2 1 1 2 2

1,1
ˆ ˆ ˆ .

n
i n n r
w u u hi

C e e e C Chτ ε β τ+ + +

−
=

∇ + ∇ + ∇ ≤ +∑                        (14) 

证明：对于(3)式，令 hq q= ， hv v= ， hψ ψ= ，利用 hR 的性质，在 1nt t += ，有 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 1 1 1

1 1 1 1
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1 1 1
0

, , , ,

, , ,

, , , ,

, , , .

n n n n
h h h h h
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h h h h h h

n n n n
w h h h

n n n
h h h h u h

R u q m u R w q u q

R u v R w v R v

e v e v u u v

R R u u e

τ

ϕ

δ σ

ε ϕ

φ φ

ϕ ψ β ψ β ψ

+ + + +

+ + +

+ + + +

+ + +

 + ∇ ∇ =



∇ ∇ − +

 = − − −

 ∇ ∇ − − =

 



                      (15) 

(15)式减去(4)式得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

2 1 1 1

1 1 1 1 1
1 2 1 2

1 1 1

ˆ , , , , ,

ˆ ˆ ˆ, , ,

, , , , ,

ˆ ˆ, , , .

n n n n n n
u h h h h h h h

n n n
u h w h h

n n n n n n
w h h h h h h
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h u h u h

e q m u R w q m u w q u q

e v e v e v

e v e v u u v u u v

e e e

τ

ϕ

ϕ

ϕ

δ σ

ε

φ φ φ φ
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+ + + + +

+ + +

+ + + + +

+ + +

 + ∇ ∇ − ∇ ∇ =



∇ ∇ − +

 = − − − + −

 ∇ ∇ − =

 



              (16) 

在(16)式中，令 1ˆn
h wq e += ， 1ˆn

h uv eτδ
+= ， ( )1ˆn

h h uT eτψ δ += − ，然后三式相加得 

( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 21 1 1 1

1, 1, 1,

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 2

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ,

n n n n n n
h w h h w

n n n n n n n n
u u u u u u u uh h h

n n n n n n n n
w w u u u h u

n n
u

m u R w e m u w e

e e e e e e e e

u e e e e e e T e

u u e

τ ϕ τ τ

τ

ε β
τ τ

σ δ δ β δ

φ φ δ

+ + + + +

+ + + +

− − −

+ + + + + + + +

+ +

∇ ∇ − ∇ ∇

+ ∇ − ∇ + ∇ −∇ + − + −

= + − −

− −

  

( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 2 ˆ, .n n n n

h h uu u eτφ φ δ+ + ++ −

             (17) 

其中 
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( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
3

2
1 1 1 1

3
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ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, .

n n n n n n
h w h h w
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ξ
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+ + + + +

+ + + + +

+ + + +

∇ ∇ − ∇ ∇

′= + − ∇ ∇ − ∇ ∇

′= ∇ + − ∇ ∇

                 (18) 

则(17)式变为 

( ) ( )
( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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1 1 1 1 1 1 1 1
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ, ,

n n n n n n
h w u u u u

n n n n
u u u uh h h

n n n n n n n n
w w u u u h u

n n n n n n
u h h u

m u e e e e e

e e e e

u e e e e e e T e

u u e u u e

τ ϕ τ τ

τ τ

ε
τ

β
τ
σ δ δ β δ

φ φ δ φ φ δ

+ + +

+ +

− − −

+ + + + + + + +

+ + + + +

∇ + ∇ − ∇ + ∇ −∇

+ − + −

= + − −

− − + −

−

  

( )( )( )1 1 1
3

6

1

ˆ,

.

n n n n
h h w

i
i

m u u R w e

G

ξ + + +

=

′ − ∇ ∇

= ∑

                  (19) 

接下来，根据 Cauchy-Schwarz 不等式，庞加莱不等式和 Young 不等式估计 iG ： 

( )( )
( )( )
( )

( )

1 1
1

1 1

1 1

2 2 21 11

1

22 2 2 11

ˆ,

ˆ,

ˆ

ˆ
4

ˆ .
4

n n
w

n n
w

n n
w

n n
w

r n
w

G u e

u e

C u e

mC u e
m

mC Ch e

σ

σ

σ

σ

τ

+ +

+ +

+ +

+ +

+ +

=

≤

≤ ∇

≤ + ∇

≤ + + ∇

                                (20) 

( )
( )

1 1
2

1 1

1 1

1,

2 2 21 1

1,

22 1

1,

ˆ,

ˆ,

ˆ

4 ˆ
16

ˆ .
16

n n
w u

n n
w u

n n
w u h

n n
w u h

r n
u h

G e e

e e

C e e

C e e

Ch e

τ

τ

τ

τ

τ

δ

δ

δ

α δ
α

α δ

+ +

+ +

+ +

−

+ +

−

+

−

=

≤

≤ ∇

≤ ∇ +

≤ +









                               (21) 

( )
( )

1 1
3

1 1

1 1

1,

2 2 21 1

1,

22 1

1,

ˆ,

ˆ,

ˆ

4 ˆ
16

ˆ .
16

n n
u

n n
u

n n
u h

n n
u h

r n
u h

G e e

e e

C e e

C e e

Ch e

ϕ τ

ϕ τ

ϕ τ

ϕ τ

τ

δ

δ

δ

α δ
α

α δ

+ +

+ +

+ +

−

+ +

−

+

−

= −

≤

≤ ∇

≤ ∇ +

≤ +









                               (22) 
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( )( )
( )( )
( )

1 1
4

1 1

1 1

1 1

1,
2 2 2 21 1

1,

22 1

1,

ˆ,

ˆ,

ˆ

ˆ

4 ˆ
16

ˆ .
16

n n
u h u

n n
u h u

n n
u h u

n n
u u h

n n
u u h

r n
u h

G e T e

e T e

C e T e

C e e

C e e

Ch e

τ

τ

τ

τ

τ

τ

β δ

β δ

β δ

β δ

β α δ
α

α δ

+ +

+ +

+ +

+ +

−

+ +

−

+

−

= −

≤

≤

≤ ∇

≤ ∇ +

≤ +











                              (23) 

运用泰勒展开，有 

( ) ( )

( )( )
( )( )

( )( )

2

2

4
2 3 33 3 2

24
3 33

2

d

d

d 1 d

d

.

t
st

t
st

t t
st t

t
st

u t u s s

u s s

u s s s

u s s

C

τ τ

τ

τ τ

τ

τδ

τ

τ

−

−

− −

−

∇ = ∇

≤ ∇

 
≤ ∇   

 

≤ ∇

≤

∫

∫

∫ ∫

∫

                           (24) 

因此 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
5 1 2 1 2

1 1 1 1 1
1 1 2 2

1 1 1 1 1
1 3

1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, , ,

n n n n n n
u h h u

n n n n n n
h u h u

n n n n n n
h u h u

n n n n n n n n
h u u h u

G u u e u u e

u u e u u e

u u e u u e

L u u e u e u u e

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ τ τ

φ φ δ φ φ δ

φ φ δ φ φ δ

φ ξ δ δ

δ τ δ δ δ

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + + +

= − − + −

= − + −

′= − − + −

≤ − + + −

 

( )
( )

2 2 21 1 1

1,

1 1 1

1, 1,

2 2 2 22 1 1 1 1

1, 1,

2 22 1

1,

2 22 2 1

4 ˆ
16

ˆ ˆ

4ˆ ˆ ˆ
16 16

ˆ ˆ
16

3ˆ ˆ
16

n n n
h u h

n n n n n
u h uh h

r n n n n
u u uh h

r n n
u u h

r n n
u u

L u u e

u e u u e

Ch C e e u e

Ch C e e

C Ch C e C e

τ

τ τ τ

τ τ τ

τ

τ

α δ
α

τδ δ δ

α αδ τδ δ
α

α δ

ατ δ

+ + +

−

+ + +

− −

+ + + +

− −

+

−

+

≤ ∇ − +

+ ∇ + ∇ −

≤ + ∇ + + ∇ +

+ + ∇ +

≤ + + ∇ + ∇ +
21

1,
ˆ .n
u h

e +

−

             (25) 

( )( )( )
( )( )

( )( )

( )

1 1 1
6 3

1 1 1
3

2 21 1 11
3

1
2 2 2 21 1 11

1,
1

2 22 2 1 11

ˆ,

ˆ

1 ˆ
4

ˆ
4

ˆ ˆ .
4

n n n n
h h w

n n n n
h h w

n n n n
h h w

n n n n
h wh

r n n
u w

G m u u R w e

m u u R w e
mm u u R w e

m
mCM u u w e

m
mC Ch C e e

ξ

ξ

ξ

τ

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +

−

+ +

′= − − ∇ ∇

′≤ − ∇ ∇

′≤ − ∇ + ∇

≤ ∇ − ∇ + ∇

≤ + + ∇ + ∇

                         (26) 
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则(19)式变为 

( ) ( )
( )

22 2 2 21 1 1

2 2 21 1

1, 1, 1,

2 2 2 22 2 1 1 11
1,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
2

3ˆ ˆ ˆ ˆ .
2 8

n n n n n n
h w u u u u

n n n n
u u u uh h h

r n n n n
u u w u h

m u e e e e e

e e e e

mC Ch C e C e e eτ

ε
τ

β
τ

ατ δ

+ + +

+ +

− − −

+ + +

−

∇ + ∇ − ∇ + ∇ −∇

+ − + −

≤ + + ∇ + ∇ + ∇ +

                  (27) 

在(16)式的第一式中令 ( )1ˆn
h h uq T eτδ

+= ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

21 1 1 1 1 1

1,

1 1

1 1 1 1 1
3

1 1

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ,

ˆ ˆ, ,

ˆ,

ˆ ˆ ˆ, ,

n n n n n n
u h u h h uh

n n n
h h h u

n n n n n n n
h u h h h h u

n n n
h h h u

n n n n n
h u h w h u

e u T e m u R w T e

m u w T e

u T e m u m u u R w T e

m u w T e

u T e m u e T e

τ τ τ

τ

τ τ

τ

τ τ

δ σ δ δ

δ

σ δ ξ δ

δ

σ δ δ

+ + + + + +

−

+ +

+ + + + +

+ +

+ + + +

= − ∇

+ ∇

′= − + − ∇

+ ∇

= − ∇

 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1
3

1 1 1 1

1 1 1
3

22 22 21 1 1 1 11
31,

2 22 2 2 2 11

ˆ,

ˆ ˆ ˆ

ˆ

33 1 3ˆ ˆ
2 2 2 2

3 ˆ ˆ
2

n n n n
h h h u

n n n n n
h u h w h uL

n n n n
h h h u

n n n n n n
u w h hh

r r n
w

m u u R w T e

u T e m u e T e

m u u R w T e

mu e e m u u R w

mC Ch Ch e C e

τ

τ τ

τ

τ

ξ δ

σ δ δ

ξ δ

σ δ ξ

τ

∞

+ + +

+ + + +

+ + +

+ + + + +

−

+ +

′− − ∇

≤ + ∇ ∇

′+ − ∇ ∇

′≤ + + ∇ + − ∇

≤ + + + ∇ + ∇
2 21 1

1,

1 ˆ .
2

n n
u u h

eτδ
+ +

−
+

        (28) 

则 
2 2 21 2 2 2 1 1

11,
ˆ ˆ ˆ3 .n r n n
u w uh

e C Ch m e C eτδ τ+ + +

−
≤ + + ∇ + ∇                         (29) 

将(29)式代入(27)式得 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 21 1 1

1, 1,

22 2 22 2 1 11 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

9ˆ ˆ ˆ .
2 8

n n n n n n
h w u u u uh h

r n n n
u u w

m u e e e e e

m mC Ch C e C e e

ε β
τ τ

α
τ

+ + +

− −

+ +

∇ + ∇ − ∇ + −

 
≤ + + ∇ + ∇ + + ∇ 

 

                   (30) 

在(30)式中取适当的
( )2 1

2
1

4 2
0

9
m m

m
α α

− 
< < 

 
，并乘以 2τ 得： 

( ) ( )2 2 2 2 21 2 1 1

1, 1,

2 22 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ .

n n n n n
w u u u uh h

r n n
u u

C e e e e e

C C h C e C e

τ ε β

ττ τ

+ + +

− −

+

∇ + ∇ − ∇ + −

≤ + + ∇ + ∇
                     (31) 

上式从 1 到 n 求和，根据离散的 Gronwall 不等式，有： 
2 2 21 2 1 1 2 2

1,1
ˆ ˆ ˆ .

n
i n n r
w u u hi

C e e e C Chτ ε β τ+ + +

−
=

∇ + ∇ + ∇ ≤ +∑                        (32) 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.99164


李亚楠 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.99164 1392 应用数学进展 
 

5. 数值实验 

在数值实验部分，采用一些数值算例验证理论分析的正确性和有效性。选择初始条件为 

( ) ( ) ( ) ( )0 0.5 0.17cos cos 2 0.2cos 3 cosu x y x y= + π π + π π  

计算区域为 [ ] [ ]1,1 1,1− × − 。在表 1~4 中，选择固定的参数
1

1000
τ = ，变化的网格步长为

1
16

h = ，
1
32

h = ，

1
64

h = ，
1

128
h = ，

1
256

h = ， 0.01k = 。相对误差 ûe 和 1û He 的空间收敛阶接近于 2 和 1，与理论部分

得到的收敛阶保持一致，且不同的θ 和 β 对收敛阶影响不大。 
 
Table 1. 0.09, 0.1, 0ε θ β= = =  
表1. 0.09, 0.1, 0ε θ β= = =  

h ˆue  rate 1ˆu H
e  rate 

1/16 0.0167411  0.428408  

1/32 0.00436806 1.93833 0.214218 0.999908 

1/64 0.00111088 1.97529 0.105747 1.01846 

1/128 0.00027910 1.99283 0.051690 1.03266 

1/256 6.902e-005 2.01582 0.024097 1.10104 
 
Table 2. 0.09, 0.1, 1ε θ β= = =  
表2. 0.09, 0.1, 1ε θ β= = =  

h ˆue  rate 1ˆu H
e  rate 

1/16 0.0159265  0.282201  

1/32 0.00442041 1.84918 0.141806 0.992805 

1/64 0.0011382 1.95743 0.0700273 1.01793 

1/128 0.00028670 1.98912 0.0343081 1.02937 

1/256 7.148e-005 2.00387 0.0161321 1.08861 
 
Table 3. 0.09, 0.7, 0ε θ β= = =  
表3. 0.09, 0.7, 0ε θ β= = =  

h ˆue  rate 1ˆu H
e  rate 

1/16 0.0163399  0.359055  

1/32 0.00441221 1.88882 0.179362 1.00133 

1/64 0.00113252 1.96197 0.0883805 1.02108 

1/128 0.00028524 1.98926 0.043175 1.03353 

1/256 7.088e-005 2.0088 0.0201539 1.09914 
 
Table 4. 0.09, 0.7, 1ε θ β= = =  
表4. 0.09, 0.7, 1ε θ β= = =  

h ˆue  rate 1ˆu H
e  rate 

1/16 0.0141677  0.229437  

1/32 0.00399717 1.82555 0.115215 0.993773 

1/64 0.00103366 1.95121 0.0568472 1.01916 

1/128 0.00026067 1.98747 0.0278674 1.02851 

1/256 6.509e-005 2.00181 0.0131527 1.08322 
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6. 结论 

本文研究了具有浓度迁移率和对数势能的修正 Cahn-Hilliard 方程，在理论分析中证明了它的稳定性

和误差估计，并给出了数值算例验证了它的结论。 
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