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摘  要 

本文主要研究了紧致光滑流形上的向量丛E值p形式的Weitzenböck公式、复流形上的 ∂ -Laplace算子的

Weitzenböck恒等式及其应用。先证明Gårding不等式，然后证明了整体理论的Hodge定理。 
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Abstract 
This paper mainly investigates the Weitzenböck formula for vector bundle E-valued on compact 
smooth manifolds and Weitzenböck identity of ∂ -Laplace operator and its applications on com-
plex manifolds. After proving Gårding inequality, we prove the Hodge theorem with global theory. 
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1. 引言 

Weitzenböck 公式在研究黎曼流形上曲率对调和形式的影响起了很大的作用，本文主要研究它在

Bochner公式以及Gårding不等式证明上的应用。Gårding不等式说明了Dirichlet范数等价于 ( ),
1

p q MH 上

的 Sobolev 1-范数，它可以证明 Hodge 定理。本文首先证明了紧致光滑流形上的向量丛 E 值 p 形式的

Weitzenböck 公式、复流形上的 ∂ -Laplace 算子的 Weitzenböck 恒等式，在实现了它们在 Gårding 不等式

上的应用后，证明了整体理论的 Hodge 定理。 

2. 相关知识 

定义 2.1 [1] (外微分算子)定义向量丛值微分形式上的外微分算子 

( ) ( )1: p pd T M E T M E∗ + ∗Γ Λ ⊗ → Γ Λ ⊗ 如下：对任意 ( )pT M Eω ∗∈Γ Λ ⊗ 以及 ( )0 , , pX X TM∈Γ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
ˆ, , 1 , , , , , 0 .

k

k
p X k pd X X X X X k pω ω= − ∇ ≤ ≤                     (2.1) 

注记：对普通外微分形式的外微分算子有 2 0d = 。但是，对向量丛值微分形式所定义的外微分算子，

不具有这个性质。从(2.1)式，可以推出 

( ) ( )2 2: ,p pd T M E T M E∗ + ∗Γ Λ ⊗ → Γ Λ ⊗  

( ) ( ) ( )( )( )2
0 1 0 1

ˆ ˆ, , 1 , , , , , , , .l k
p l k l k p

l k
d X X R X X X X X Xω ω+

+ +
<

= −∑   
               (2.2) 

定义 2.2 [1] (余微分算子)定义向量丛值微分形式上的余微分算子 

( ) ( )1: p pT M E T M Eδ ∗ − ∗Γ Λ ⊗ → Γ Λ ⊗ 如下：对任意 ( )pT M Eω ∗∈Γ Λ ⊗ 以及 ( )1 1, , pX X TM− ∈Γ ， 

( ) ( )( )1 1 1 1
1

, , , , , ,
i

m

p e i p
i

X X e X Xδω ω− −
=

= − ∇∑                           (2.3) 

其中{ }ie 是 M 上的局部幺正标架场。规定 ( ) ( )0 0 0 1: T M E T M Eδ ∗ − ∗Γ Λ ⊗ → Γ Λ ⊗ ，即 0 0δ = 。 
定义 2.3 [1] Hodge-Laplace 算子为 

.d dδ δ∆ = +                                        (2.4) 

它将任何一个 E 值 p 形式映照成 E 值 p 形式。 

3. Weitzenböck 公式 

3.1. 向量丛 E 值 p 形式的 Weitzenböck 公式 

命题 3.1 [1] (Weitzenböck 公式)对任意一个向量丛值 p 形式ω 有 
2 ,Sω ω∆ = −∇ +                                     (3.1.1) 

其中 2
,gTr ∇∇ = ∇ = ∇ ∇ −∇



    

表示 Laplace 算子的迹，即迹-Laplace 算子，且对任意的 ( )1, , pX X TM∈Γ ， 

( ) ( ) ( )( )( )1 1
1 1

ˆ, , 1 , , , , , , .
pn k

p i k i k p
i k

S X X R e X e X X Xω
= =

= −∑∑                    (3.1.2) 

证明：在 M 上的任何一点 q 附近取局部幺正标架场{ }ie ，并且 0
ie j q
e∇ = 。那么，对 
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( )1, , pX X TM∀ ∈Γ ， 

( )
( )( ) ( )

1

1 1 1 1

ˆ, , , ,

ˆ ˆ, , , , , , , , , , , ,

k

k k

X k p

X k p l X l l k pl

X X X

X X X X X X X X X

δω

δω δω − +

∇

= ∇ + ∇∑

 

    

           (3.1.3) 

因为 0
ie j q
e∇ = ，所以 

( )1 1 1
ˆ, , , , , , , , 0.

kl X l l k pl X X X X X Xδω − +∇ =∑                          (3.1.4) 

由余微分算子的定义得 

( ) ( )1 1
ˆ ˆ, , , , , , , , , .

k k iX k p X e i k pX X X e X X Xδω ω∇ = −∇ ∇                      (3.1.5) 

其中由 0
ie j q
e∇ = 知， 

( ) ( )1 1
ˆ ˆ, , , , , 0, , , , , , , , 0.

i k i ke X i k p e i X l k p
l

e X X X e X X X Xω ω∇ ∇ = ∇ ∇ =∑    
          (3.1.6) 

由此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1 1
1 1 1

1

ˆ ˆ, , 1 , , , , 1 , , , , , ,

ˆ1 , , , , ,

k k

k i

k k
p X k p X l k p

l
k

X e i k p

d X X X X X X X X X

e X X X

δω δω δω

ω

− −⋅⋅ ⋅ = − ∇ − − ∇

= − ∇ ∇

∑    

 

 (3.1.7) 

另一方面， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1

1

ˆ, , , , 1 , , , , ,

ˆ1 , , , , ,

i i i k

e li

k
p e e p e X i k p

l
X i l p

d X X X X e X X X

e X X X

δ ω ω ω

ω∇

= − ∇ ∇ − − ∇ ∇

+ − ∇

   

 

         (3.1.8) 

从而 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 1 1 1, , , , , , , , .p p p pX X X X S X X S X Xω ω ω∆ = − ∇ + = −∇ +              (3.1.9) 

即 
2 .Sω ω∆ = −∇ +                                          □ 

3.2. 向量丛 E 值 p 形式的 Weitzenböck 公式的应用 

由 Weitzenböck 公式可推导出调和映照的能量密度的 Bochner 公式[1]。 
对光滑映照 :f M N→ ，取 ( )1df T M f TNω ∗ −= ∈Γ ⊗ ，对 ( )X TM∀ ∈Γ ， 

( ) ( ), .N M
i iS X R f e f X f e f Ric X∗ ∗ ∗ ∗= − +                            (3.2.1) 

命题 3.2：设 :f M N→ 是调和映照，那么证明下式成立， 

( ) ( ) ( )2
, , , .N M

i j i j i ie f B f R f e f e f e f e f Ric e f e∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∆ = − +                  (3.2.2) 

证明：取 M 上的任何一点 q 附近局部幺正标架场{ }ie ，并且 0
ie j q
e∇ = ，因为 

( ) ( ) ( ) ( ) 221 2 1 2 , , , .e f df df df B f df df= = = ∇ ∇  

因此 

( ) ( ) ( ) 22 21 2 , , , , .e f df df df df df df df df B f∆ = ∆ = ∇ + ∇ ∇ = ∇ +              (3.2.3) 
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又由 Weitzenböck 公式可得， 

( )2 , , , , , , .N M
i j i j i idf df df S df df df R f e f e f e f e f Ric e f e∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∇ = −∆ + = −∆ − +         (3.2.4) 

考虑到 f 是调和映照， 0df∆ = ，因此就可得到所证公式，即 

( ) ( ) ( )2
, , , .N M

i j i j i ie f B f R f e f e f e f e f Ric e f e∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∆ = − +                      □ 

3.3. Weitzenböck 恒等式 

命题 3.3：复流形 M 上 ∂ -Laplace 算子 ∗ ∗
∂∆ = ∂ ∂ + ∂ ∂  的 Weitzenböck 恒等式为： 

( ) ( )1
,,

1
,

n

k I JkI J
k

Aψ ψ ψ
=

 ∆ = − ∇ ∇ + 
 
∑                             (3.3.1) 

其中 ( ),p qA Mψ ∈ ， 

( ) ( )
1 11 1

1
1

, , , ,,
# 1
# 1

1 ! ! 1 ! !
p qp q

p
q

I J i i j ji i j jI J
I p i i n
J q j j n

p q p qψ ψ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ϕ
= ≤ < < ≤
= ≤ < < ≤

= ∧ = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧∑ ∑
 





         (3.3.2) 

其中 ,I Jψ 对指标 iα 和 jβ 是反对称的，对 1, , nϕ ϕ 是 Hermite 度量
2

1

n

i i
i

ds ϕ ϕ
=

= ∑ 的局部幺正余标架。 

精确的 Weitzenböck 公式与低阶项有关。对于一个一般的厄米特度量， ( )1A ψ 是在它的第一阶项中

包含挠率的麻烦的算子。然而，当度量是 Kähler 度量时，它们消失了，并且 ( )1A ψ 是一个代数算子， 

( )
1 1 1

1

,
,

qj k I j j k j jIJ
k j

A R
α α α

α

ψ ψ
− +

= ∑
 

 

其中 
i

jk ijk
i

R R= ∑  

是 Ricci 曲率。 
证明：令 1, , nv v 是 1, , nϕ ϕ 的对偶向量标架场，记 iiv v= 。对于函数 f， ( )i iif v f ϕ∂ = ⋅∑ ，对于张

量 { }Iτ τ= ，它的 z -协变微分 τ∇ 的分量为 ( ) ( )0
II

Aτ τ τ∇ = ∂ + ，为方便，使用“ ≡”表示“模掉低价项”，

则有 ( ) IIτ τ∇ ≡ ∂ 。 
设 1 2 nϕ ϕ ϕ′Φ = ∧ ∧ ∧ ，下面只需证 I Jfψ ϕ ϕ= ∧  (不求和)时，(3.3.1)式成立。 
由于 dz 的作用尤如向量丛指标，我们将假定 0p = ，根据式(3.3.1)的对称性，取 ( )1, ,J q=  ，有 

( )0,
1 .q

qf A Mψ ϕ ϕ= ∧ ∧ ∈  

则 

( ) ( )0, 1
1 1 1

1 1
1 ,

n n q q
q k q q kk k

k p k p
f f f A Mψ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ +

= + = +

∂ ≡ ∂ ∧ ∧ ∧ = ∧ ∧ ∧ = − ∧ ∧ ∧ ∈∑ ∑        (3.3.3) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
 ( )11 , 1

1
1

1 2 1 1 ,
nq k q n n n kq n n n q

q k nk
k p

f A Mψ ϕ ϕ ϕ− + −+ − − −
+

= +

′∗∂ = − ⋅ − − ⋅ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧Φ ∈∑        (3.3.4) 

( ) 

 ( )

11
1,

1 1

,
1,

1

2 1
qn kq n

l q k nk l
k p l

n
n n q

q k nk k
k p

f

f A M

ψ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

−+ −
+

= + =

−
+

= +


′∂ ∗∂ = − ∧ ∧ ∧ ∧ ∧Φ



′+ ∧ ∧ ∧ ∧Φ ∈


∑ ∑

∑

 

 

                 (3.3.5) 
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( )  ( )1 0,
1 1, ,

1 1 1
2 2 1 ,

qn n l q q
q l q kk k k l

k p k q l
f f A Mψ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− +

= + = + =

∗∂ ∗∂ = ∧ ∧ + − ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∈∑ ∑ ∑         (3.3.6) 

对另一项 ψ∂ ∗∂ ∗ ，同理得 

( )0 ,
12 ,q n n n q

q nf A Mψ ϕ ϕ+ − −
+ ′∗ = ∧ ∧ ∧Φ ∈                          (3.3.7) 

( ), 1
1

1
2 ,

q
q n n n q

l l q n
l

f A Mψ ϕ ϕ ϕ− − +
+

=

′∂ ∗ = ∧ ∧ ∧ ∧Φ ∈∑                       (3.3.8) 

( )  ( )1 0, 1
1

1
2 1 ,

q
l q

l l q
l

f A Mψ ϕ ϕ ϕ− −

=

∗∂ ∗ = − ∧ ∧ ∧ ∧ ∈∑                        (3.3.9) 

( ) ( )0,
1 1, ,

1 1 1
2 2 1 ,

q q n q l q
q l q kl l l k

l l k q
f f A Mψ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+

= = = +

∂ ∗∂ ∗ = ∧ ∧ + − ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∈∑ ∑ ∑          (3.3.10) 

注意到 ( ) ( ) 0i ij jv v f v v f− = ， ( )1
, ,j i i jf f A f− ≡ ，模掉 ( )0,qA M 中的一阶项，便得 

( ) 1,
1

2
n

qk k
k

fψ ψ ψ ψ ϕ ϕ∗ ∗
∂

=

∆ = ∂∂ + ∂ ∂ = −∂ ∗∂ ∗ −∗∂ ∗∂ = − ∧ ∧∑   

这就证明了 Weitzenböck 公式。                                                             □ 

3.4. Gårding 不等式的证明 

已证得的 Weitzenböck 公式形如： 

( ) ( ) ( )1 ,
, , ,,

1
2 , .

n
p q

I J k kI J
k

A A Mψ ψ ψ ψ
=

 ∆ = − + ∀ ∈ 
 

∑                       (3.4.1) 

记 nC ′ ′Φ = Φ ∧Φ 为体积形式，其中 ( ) ( )
2

1 2 1 n
n C

nC = − − ， 1 nϕ ϕ′Φ = ∧ ∧ ，设 

( ) ( )1 1
1

, ,
,

ˆ1 , ,k n
n k n n

I J k
IJIJ kC Cη ϕ ϕ ϕ ψ ψ ωψ ψ− − 

′ ′= − − ∧ ∧ ∧ ∧ ∧Φ = ∇ ∧ 
 
∑               (3.4.2) 

这表明η是整体定义的，并且因为它有 ( )1,n n− 型，
( )1, 0n nA M−∂ = ， ( )1,n nA Mη −∈ ，所以 ( )dη η η= ∂ + ∂ = ∂ ，

由 Stokes 定理有 

( )d 0 ,
M M M

Mη η η
∂

∂ = = = ∂ = ∅∫ ∫ ∫  

又 

( )1
, , , ,

, , , ,
2 2 , ,IJIJ k k IJ k IJ k

I J k I J k
Aη ψ ψ ψ ψ ψ ψ

   
∂ = − Φ − Φ + Φ   

   
∑ ∑  

所以，由 Weitzenböck 公式， 

( ) ( )2 1, , ,Aψ ψ ψ ψ ψ∆ = ∇ +                                (3.4.3) 

其中， ( )2
,

M
ψ ψ ψ∇ = ∇ ∇ Φ∫ 是张量ψ 的 z 协变微分的 2L -范数， ( )1A ψ 是包括ψ 的 z 微分的第一阶算

子，利用不等式 ( )2 22 1αβ εα ε β≤ + ，有 

( ) ( )2 212 , 1 ,Aψ ψ ε ψ ε ψ≤ ∇ +                              (3.4.4) 

即 
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( ){ }2 2, , 0.C Cψ ψ ψ ψ′ ′∇ ≤ ∆ + >                             (3.4.5) 

将上面的讨论重复到 

( ) 

1
1,

, ,
1 ,k

n k nIJ k IJ
I J k

Cγ ψ ψ ϕ ϕ ϕ− 
′= − − ∧ ∧ ∧ ∧ ∧Φ 

 
∑    

通过 Dirichlet 范数，由 ( )1
, ,k k k kf f A f= + 去估计 z 微分的 2L -范数

2ψ∇ 。那么， 

( )( ) ( )22 2 2, .C Cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ′′ ′′∇ + ∇ + ≥ ∆ + = D                     (3.4.6) 

这就是 Gårding 不等式。 
注：在 Kähler 情形，可以利用精确的 Weitzenböck 公式和分部积分运算来证明 Kodaira 恒等式 

( ) ( )2
, , ,Rψ ψ ψ ψ ψ∆ = ∇ +                                 (3.4.7) 

其中，对 ( )0,qA Mψ ∈ 和重复指标求和，得 

( ) ( )1 1 1 1
, ,

q qij i i i i i jM
R q Rψ ψ ψ ψ

− −
= Φ∫  

 

如果ψ 是调和的，并且 Hermite 形式 i j
i jR ξ ξ 是正定的，那么我们推到出 0ψ = 。由 Hodge 定理， 

( ) ( )0, 0,0 , 0.q qM H M q∂= ≅ >H                               (3.4.8) 

这是著名的 Kodaira 消没定理的特殊情形。 

4. 正则性引理 

引理 4.1 [2] (正则性引理)假设 ( ),p q
s Mϕ ∈H ，并且对所有 ( ),p qA Mη ∈ ，在 

( ) ( ), ,ψ η ϕ η∆ =  

的意义上， ( ),
0

p q Mψ ∈H 是方程 

ψ ϕ∆ =                                           (4.1) 

的弱解。那么 ( ),
2
p q

s Mψ +∈H 。 

5. Hodge 定理的证明：整体理论 

在环面 ( )2 nnT π=   上，Sobolev s-范数由加权 Fourier 级数或由 2L -范数 
2

d
T

s
D xα

α
ϕ

≤
∑ ∫  

给出。设 nU V⊂ ⊂  ，并且 U 相对于 V 是紧致的。U 上具有紧致支集的函数可以看作 ( )2 nnT π=   上

的函数。假设 ( ) ( )1 , , nv x v x 是 V 上处处线性无关的C∞ 矢量场， ( )xρ 是 V 上的正定函数。对 ( )cC Uϕ ∞∈ ，

Sobolev 0-范数和 1-范数分别等价于 

( ) ( ) 2
d

V
x x xρ ϕ∫ ， ( ) ( ) ( ) ( )2 2

d .iV
i

x x v x x xρ ϕ ϕ + ⋅ 
 

∑∫                      (5.1) 

注意到交换子 

( ) ( ),i j i j j iv v v v v vϕ ϕ ϕ  = −   
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是一个阶为 1 的算子，其中一个阶为 s 的算子最多包含 s 次微分。表达式 

( )( )1 2
1 1

n
nv v v vαα ααϕ ϕ=    

和模阶 [ ]α< 的算子的顺序无关。所以 ( )cC Uϕ ∞∈ 的 Sobolev s-范数等价于 ( )
2

d
s

v x xα

α
ϕ

≤
∑ ∫ 。 

假设 E M→ 是紧致流形M 上的矢量丛。若∇是E 和M 的切丛 TM 上的联络，{ }eα 是E 的局部标架，{ }iv
是 TM 的局部标架，{ }iϕ 是 TM 的余标架，则 E M→ 的截面 f f eα αα= ∑ 的协变微分 ,i if fα α∇ = 定义为 

,
,

i i
i

f f eα α
α

ϕ∇ = ⊗∑ .  

我们得到 

( )0
, ,i if v f A fα α= +                                     (5.2) 

其中， 0A 是包括联络矩阵阶为 0 的算子。 
把这些讨论应用到 ( )E T M∗⊗ ，定义 ( ), ,i j j if fα α= ∇ ∇ ，则有 

( )1, .i j f A fα ∇ ∇ =   

假设 E 和 ( )T M 有度量，并且{ } { }, ie vα 是正交标架。截面 ( ),f C M E∞∈ 的整体 Sobolev s-范数定义为 
22

0
d ,k

s
k s

f f x
≤

= ∇∑                                     (5.3) 

其中， 

( )( )( )k

k

f f∇ = ∇ ∇ ∇ 



次

 

用 ( ),s M EH 表示在这个范数 ( ),C M E∞ 的完备化。那么由单位分解，整体的 Sobolev 范数诱导了一个范

数，这个范数与某点邻域中有紧致支集的截面上的通常 Sobolev 范数等价，我们可以得到： 
引理 5.1 [2] (整体 Sobolev 引理) [ ] ( ) ( )2 1 , ,n sH M E C M E∞

+ + ⊂ ，它是 M 上可微类的截面，并且 

( ) ( ), , .
s

M E C M E∞=


H                                  (5.4) 

引理 5.2 [2] (整体 Rellich 引理)对于 s r> ，包含映射： 

( ) ( ), ,s rM E M E→H H  

是一个紧致算子。 
现在，设 M 是一个在切丛上有 Hermite 联络的紧致 Hermite 流形， ( ),p q

s MH 表示 ( ),p qA M 在

Sobolev s-范数 0⋅ = 下的完备化，把 Dirichlet 内积和 Dirichlet 范数分别定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

222

, , , , ,

,

Iϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∗ ∗

∗

= + ∂ ∂ + ∂ ∂ = + ∆

= = + ∂ + ∂

D

D D
 

理论中的基本估计来自 
Gårding 不等式：对 ( ),p qA Mϕ ∈ ， 

( )( )2

1 0 .C Cϕ ϕ≤ >D                                    (5.5) 

我们注意到，不只是 Laplace 算子 ∆，而是算子 I + ∆被采用，这是因为 0∆ ≥ 意味着 I + ∆没有核，
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并且因此我们可以求它的逆。 
Gårding 不等式的一个用处就是证明定理 4.1，例如，假设 ( ),

0
p q Mψ ∈H 是 Laplace 算子的特征函数，

意思就是，对常数 λ ，方程 
ϕ λϕ∆ =                                          (5.6) 

在弱解的意义上成立，那么，由正则性引理，对所有的 s 有 ( ),p q
s Mϕ ∈H ，并且由整体 Sobolev 引理，

我们得到，任意 ∆的本征函数是光滑的。 
我们注意到，任意的本征函数 0λ ≥ ，并且 0λ ϕ= ⇔ 在弱解上的意义是调和的。由正则性和 Sobolev

引理，任意这样的弱解调和形式在通常意义上是和C∞ 调和的。 
下面我们将假定 Gårding 不等式和正则性引理成立，继续来完成 Hodge 定理的证明。 
基本的 Hilbert 空间的工具是紧致自伴算子的谱定理，以及通过与一个固定向量取内积而表示有界线

性函数的原理，形式如下： 
引理 5.3 [3] 给定 ( ),

0
p q Mψ ∈H ，存在一个唯一的 ( ),

1
p q Mψ ∈H ，使得对所有的 ( ),p qA Mη ∈ ，有 

( ) ( ) ( )( ), , , .Iϕ η ψ η ψ η= = + ∆D                               (5.7) 

从 ( ),
0

p q MH 到 ( ),
1

p q MH 的映射 

( )Tψ ϕ=  

是有界的，并且从而映射 

( ) ( ), ,
0 1: p q p qT M M→H H  

是紧致和自伴的。 
证明：从Gårding 不等式得到，Dirichlet 范数 ( )ϕD 等价于 ( ),

1
p q MH 上的 Sobolev 1-范数

2

1ϕ 。利用 

( ) ( )0 0 0, ,ϕ η ϕ η ϕ η≤ ≤ D                                 (5.8) 

线性泛函 

( ) ( ),, , p qA Mη ϕ η η→ ∀ ∈  

扩张到有 Dirichlet 范数的 ( ),
1

p q MH 上的有界线性形式。从而方程 

( ) ( ), ,ϕ η ψ η=D                                       (5.9) 

有唯一解 ( )Tψ ϕ= ，其特征为 

( ) ( )( ) ( ),, , .p qT I A Mϕ η ϕ η η= + ∆ ∀ ∈  

因为 I 和 ∆是自伴的，所以 T 是自伴的。从不等式 

( )2 22 1αβ εα ε β≤ +  

有 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 0 0 0 0, 2 2 ,T C T T C T C T Cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ε ϕ ε ϕ≤ ≤ ≤ +D                 (5.10) 

则我们可以推导出 
2 2

1 0 .T Cϕ ϕ′≤                                      (5.11) 

也就是说，从 ( ),
0

p q MH 到 ( ),
1

p q MH 的映射 T 是有界的，并且由引理 5.2 (整体 Rillich 引理)，T 是紧致
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的。                                                                                     □ 
按照紧致自伴算子的谱定理[4]，有一个 Hilbert 空间分解 

( ) ( ),
0 ,p q

m
m

M E ρ=⊕H  

其中 mρ 是 T 的本特征值并且 ( )mE ρ 是有限维特征空间。因为 T 是一对一的，所以所有的 0mρ ≠ ，而且

方程 

mTϕ ρ ϕ=  

与 

( ) ( )( ) ( ),, , p q
m I A Mϕ η ρ ϕ η η= + ∆ ∀ ∈  

是一样的，它意味着在弱的意义上， 

( )1 .m mϕ ρ ρ ϕ∆ = −                                    (5.12) 

因此，T 和 ∆的特征空间是一样的，并且是由C∞ 形式组成的有限维向量空间。 ∆的特征值 mλ 和 T 的特

征值 mρ 有下列关系 

( ) ( )1 , 1 1 ,m m m m mλ ρ ρ ρ λ= − = +  

假设 

0 10 ,mλ λ λ= < < < <   

其中当 m →∞时， mλ 趋于∞， mρ 趋于 0。调和空间 ( ),p q MH 对应于 0 0λ = ，对 ( ),p q Mϕ ⊥∈H ， 

( )1 10 0 0 ,ϕ λ ϕ λ≥ >  

并且如果我们把 Green 算子定义为 

( )
( )( )

,0,

1 , 1 1

p q

m m

G M

G Eϕ λ ϕ ϕ λ

 =


= ∈ +

在 上H
 

那么 G 是紧致自伴算子，并且有谱分解 ( ) ( ) ( )( ), ,
0

p q p q
mm

M M E ρ= ⊕ ⊕H H ，其中， 

( )( ) ( )1 , .m m mG Eϕ ρ ρ ϕ ϕ ρ= − ∈  

至此，我们已经证明了 Hodge 定理。本质的想法是由 Hilbert 空间技巧产生 Green 算子，再根据基本

估计来证明它是紧致光滑算子。实际上，G 是形式 

( )( ) ( ) ( ),
M

G x G x y yϕ ϕ= ∫                                 (5.13) 

的积分算子，其中 ( ),G x y 是 M M× 上的好核，沿着对角 ∆有一定的奇异。Hilbert 空间方法的缺点是没

有在这种形式中给出 Green 算子。如果我们使用分布而不只是 2L -范数，那么，我们通过解 

( ),x y yG x y Sδ∆ = +                                     (5.14) 

这种类型的分布方程来得到 ( ),G x y ，其中， yδ 是在 y 处的δ 函数， yS 是阶为 −∞的算子。 
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