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摘  要 

在本文中，主要研究带记忆项反应扩散方程在无界域上的适定性问题，应用经典的Galerkin方法得到了

整体弱解的存在性，同时证明了解的唯一性和解对初值的连续依赖性，其中非线性项满足任意阶指数增

长。 
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Abstract 
In this paper, we mainly study the suitability of the reaction-diffusion equation with memory term 
in the unbounded domain, obtain the existence of the global weak solution by classical Galerkin 
method, and prove the uniqueness of the understanding and the continuous dependence on the 
initial value, where the nonlinear term satisfies the exponential growth of any order. 
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1. 引言 

在本文中，我们研究如下带记忆项经典反应扩散方程在相空间 ( ) ( )( )1 2 1;n nH L Hµ×   的适定性问

题。 
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其中 λ 是正常数， ( ) ( )1 ng g x H −= ∈  为已知函数，且 ( ) ( )
0

, , d
st t x s u x t r rη η= = −∫ ，故而 

.t t
t s uη η= − +                                        (1.2) 

另外，我们设记忆核和非线性项满足以下条件： 
(h1) 记忆核满足 

( ) ( ) ( )1 1 , 0,C L s sµ µ+ + +∈ ∩ > ∀ ∈                               (1.3) 

且存在 0δ > ，使得 

( ) ( ) 0,s s sµ δµ +′ + ≤ ∀ ∈                                   (1.4) 

并记 

( )0 0
d .m s sµ

∞
= < ∞∫                                     (1.5) 

(h2) 线性项满足：假设 ( )1, 0 0f C f∈ = ，且对满足如下增长条件 

( )2 2
1 1 2 2 , , 2.p ps s f s s s s s pθ β θ β− ≤ ≤ + ∀ ∈ ≥                       (1.6) 

和耗散条件 

( )f s l′ ≥ −                                         (1.7) 

且 1β λ< ，其中 ( ), 1, 2i i iθ β = 和 l 是正数。 
对于方程(1.1)这类经典反应扩散方程，其通常被应用于流体力学、固体力学和热传导理论等领域[1] 

[2]，由此引起了很多学者的关注，并且对其解的长时间行为做了大量研究，故而对方程适定性的研究也

就凸显重要。 
对于方程(1.1)，对其适定性问题的相关研究主要有，Zhang [3]考虑了系统整体强解在 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
0 0,H L H Hµ

+Ω × Ω ∩ Ω 空间中解的存在唯一性及其解对初值的连续依赖性，其中非线性项满足

任意阶多项式增长条件。最近，Luo [4]考虑了带有记忆项非经典反应扩散方程在 ( ) ( )( )1 2 1;n nH L Hµ×  

中的适定性问题，其非线性项亦满足任意阶多项式增长。故而对方程适定性的研究也就凸显重要。 
据我们所知，对于方程(1.1)其在无界域上的渐近行为已有相关的一些研究[5] [6] [7]，但对其方程的

适当性研究还很缺乏。其主要原因是由记忆项和无界域所引起，于是 Sobolev 紧嵌入不再成立，使问题
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的研究比较困难。因此本文主要应用文[4]中的思想并结合经典的 Galerkin 方法和一些分析技巧得到本文

的结果。 

2. 预备知识 

为方便起见，我们做如下假定： 
用

p⋅ 表示 ( )( )1p nL p ≥ 上的模；用 ,⋅ ⋅ 表示 ( )2 nL  上的内积；用 0⋅ 表示 ( )1 nH  上的范数。特别

的，记
2 2 2

0 2 2⋅ = ⋅ + ∇ ⋅ 。 

另外，当 0r = 时，记 ( )2 n
r L=  ；当 1r = 时，记 ( )1 n

r H=  ；且设 ( )2 ; rLµ
+

  为定义于 +
 取

值于 r 的一族 Hilbert 空间，对其赋以内积和范数如下： 

( ) 2 2
, 0

, d d
r

r rs A A x s
µ

ϕ ψ µ ϕ ψ
∞

Ω
= ∫ ∫

 

( )
22 2

, 0
d d

r

rs A x s
µ

ϕ µ ϕ
∞

Ω
= ∫ ∫

 

由此我们可定义如下 Hilbert 空间 

( )2 ;r r rLµ
+= ×     

其范数为：
 

( ) ( )
1

22 2

,
,

r r rr

t tz u u
µ

η η= = +
  

 

3. 方程的适定性 

3.1. 解的存在性 

定义 3.1：设 ( )f u 满足(1.6)~(1.7)， ( ) ( )0
0 0 1, , , tz u z uη η= ∈ = 是方程(1.1)的整体弱解，记 [ ]0,I T=

则对 0T∀ > ，若 z 满足方程(1.1)并且 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
0 1 0; ; ; , ;p p n

tu C I L I L I L u L I∈ ∩ ∩ ∈    

( )( ) ( )( )2 2
0 1; ; ; ; ;t t t

t sC L L Lµ µη η η+ ∞ +∈ + ∈      

并且对任意 ( ) ( ) ( )1
1, ,nx H x tω ϕ∈ ∈  有 
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对于 t∈几乎处处成立。 
首先，对任意的正整数 n，我们给定一个球 

{ }:n
nB x x n= ∈ <                                     (3.1) 

由于 nB 是有界域，故利用标准的 Faedo-Galerkin 方法可以获得如下初边值问题解的存在性 

( ) ( ) ( )
0

d , ,

,

t
nt n n n n n n

t s
nt ns n

u u s s s u f u g x B

u

µ η λ

η η

∞ − ∆ − ∆ + + = ∈


= − +

∫                     (3.2) 

初始条件为： 
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( ) ( ) ( ) ( )0
0 00

,0 , , , d ,
s

n n n nu x u x x s u xχ η χ τ τ= = −∫                          (3.3) 

边界条件为： 

( ) ( ), 0, , 0.
n n

t
n nB B

u x t x sη +∂ ∂ ×
= =



                               (3.4) 

其中 ( )n xχ 为一个光滑函数，其满足 

11, ,
0, .

n
n

n

x B
x B

χ −∈
=  ∉

 

对上述方程的解 ( ), t
n n nz u η= 我们给出如下引理。 

引理 3.2：假设 ( )10,T f C> ∈  且满足条件(1.6)~(1.7)，核函数 µ 满足而 ( )1 ng H −∈  ，则对于任意

的 [ ]0,t T∈ ，有如下估计： 

( ) ( ) ( )( )
0 0

2 22 2
12 00, ,

d .
T pt s

n n n n n p
u t u s u s s

µ µ
η η ρ+ ∇ + + ∇ + ≤∫ 

 

其中 1ρ 仅依赖于 T，不依赖于 n。 
证明：对(3.2)中的第一个方程乘以 nu ，并在 n

 上积分得 

( )( ) ( )
0 0

2 22 2
1 02 , ,

1 d ,
2 d n

pt t
n n n n n n npu t u u g u

t µ µ
η γ η+ ∇ + + ∇ + ≤ ∫

 
                  (3.5) 

其中 1 1 1min 1, , ,
2
δγ θ λ β = − 

 
。由 Hölder 不等式和 Young 不等式，有 

11
2 2 221 1

0 0
1 1

1 1 .
2 2 2 2n n n n n nHHg u g u g uγ γ
γ γ

−−≤ + ≤ +∫


                      (3.6) 

改写(3.5)式 

( )( ) ( ) 1
0 0

2 22 2 2
1 02 , ,

1

d 1 .
d

pt t
n n n n n Hpu t u u g

t µ µ
η γ η

γ
−+ ∇ + + ∇ + ≤

 
                  (3.7) 

应用 Gronwall 引理有 

( ) ( ) 1
1

0 0

2 22 2 20
0 222 , ,

1

1e .tt
n n Hu t u gγ

µ µ
η η

γ
−

−+ ∇ ≤ + +
 

                       (3.8) 

并且对(3.7)两边在 [ ]0,T 上对 t 积分，有 

( ) ( )( ) 1
0 1

2 22 2 20
0 200 , ,

1 1

1d ,
T p t

n n n Hp

Tu t u t t u g
µ µ

η η
γ γ

−

 
+ + ∇ ≤ + + 

 
∫  

                (3.9) 

令 

1 1
0 1

2 22 22 20 0
1 0 022 2, ,

1 11

1 12max , .H H

Tu g u g
µ µ

ρ η η
γ γγ

− −

   = + + + +  
    

 

结合(3.8)~(3.9)则结论成立，证毕！ 
引理 3.3 [4]：由假设(h1)对任意的 [ ]0,t T∈ ， t

nη 满足如下估计： 

0 0

2 2

20, ,
d .

tt s
n n s

µ µ
η η ρ+ ≤∫   

其中 2ρ 仅依赖于 T，但不依赖于 n。 
引理 3.4：设引理 3.2 成立，对所有的 [ ]0,t T∈ ，则存在不依赖 n 的正常数 3ρ ，使得 
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( ) ( ) 2
4 320
; d

Tp
n ntp

u t uρ τ τ ρ≤ ≤∫  
成立。 

证明：令 ( ) ( )
0

d
s

F s f σ σ= ∫ ，则由(1.6)，可得 

( )3 3 4 4 .p p
n n nu F u uθ β θ β− ≤ ≤ +                              (3.10) 

其中 ( ), 3, 4i i iθ β = 均为正数。 
对(3.2)中的第一个方程两边乘以 ntu ，并在 n

 上积分，并结合 Hölder 不等式和 Young 不等式可以得

到 

( ) 1
0

22 2 2 22
02 2 2 0,

d 2 2 2 2
d n

t
n n n nt n ntHu u F u u g m u

t µ
λ η−

 ∇ + + + ≤ + + ∫
 

              (3.11) 

令 

( ) ( )2 2

2 2
2 nn n nE t u u F uλ= ∇ + + ∫


                              (3.12) 

则有 

( ) 1
0

22 2
02 ,

d 2 2
d

t
nt n Hu E t m g

t µ
η −+ ≤ +


                            (3.13) 

由(3.10)式，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
3 3 4 42 2

.n

p p
n n n n np p

u t u t F u t u t u tθ β θ β− ≤ ≤ +∫


                  (3.14) 

对(3.13)式在 [ ]0,T 上对 t 积分，有 

( ) ( ) ( ) 1
0

22 2
020 0 ,

d 0 2 d 2 .
T T

nt n Hu E T E m T gτ

µ
τ τ η τ −+ ≤ + +∫ ∫ 

                   (3.15) 

根据(3.14)、引理 3.3 和引理 3.2 得 

( ) ( ) ( ) 1
2 22

3 0 2 3 4 1 0 4 0220
d 2 2 2 2 2 2 .

T p p
nt n H pp

u u T m T g u uτ τ θ ρ β λ β ρ θ−+ ≤ + + + + + ∇ +∫  

进一步有 n 个 

( ) ( )2
3 320

d 2 .
T p

nt n p
u u tτ τ θ ρ+ ≤∫                               (3.16) 

其中 

( ) 1
22

3 0 2 3 4 1 0 4 02
2 2 2 2 2 p

H pm T g u uρ ρ β λ β ρ θ−= + + + + + ∇ +  

则存在与 n 无关的正常数 3
4

32
ρ

ρ
θ

= ，使得任意的 ( ]0,t T∈ 有 

( ) ( ) 2
4 320
; d .

Tp
n ntp

u t uρ τ τ ρ≤ ≤∫  

证毕！
 

通过上述引理可以得如下关于方程(1.1)解的存在性定理： 
定理 3.5：假设条件(h1)~(h2)成立，则对任意的 0T > 和 ( )0

0 0 1,z u η= ∈。方程(1.1)存在弱解 ( ), tz u η= ，

且其满足 ( ) ( )2
1 10, ; , 0, ;tu L T L Tµη∞∈ ∈  。 

证明：在 nB 外取 ( ), 0t
n nu η = ，则可将 ( ), t

n nu η 延拓到整个 n
 上，结合引理 3.3 和引理 3.2，可得 
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nu 在 ( )( ) ( )1 2
10, ; 0, ;nL T H L T∞ ∩  一致有界； 

t
nη 在 ( ) ( )2

1 10, ; 0, ;L T L T∞ ∩  一致有界； 

ntu 在 ( )2
10, ;L T  一致有界。 

故存在 ( ){ }
1

, t
n n n n

z u η
∞

=
= 的子列 ( ){ }

1
,

k k k

t
n n n k

z u η
∞

=
= ，满足 

knu u 在 ( )2
10, ;L T  中弱收敛； 

k

t t
nη η 在 ( )2

10, ;L T  中弱收敛； 

kn t tu u 在 ( )2
10, ;L T  中弱收敛。 

此外，取 q 为 ( )2p p ≥ 互为对偶数，则结合(1.7)式，可以得到 

( ) ( ) ( )( )2

20 0
d d d

n

T Tq p
n n pB

f u x t C u t u t t≤ +∫ ∫ ∫                          (3.17) 

由引理 3.4，令 ( )0 3 1C Tρ ρ ρ= + ，则 

( ) 00
d d .

n

T q
nB

f u x t ρ≤∫ ∫                                   (3.18) 

同理，当 n nu B∉ 时，若 0nu = ，则将 nu 延拓到整个 n
 上，则有 ( )nf u χ 在 ( ]( )0,q nL T × 是弱收

敛的。 
而对任意给定的 ( ]0,t T∈ ，在 ( )2 nL  中 nu u 且 [ ]2

12
0,nu ρ∈ ，则 ( )nu u n→ →∞ 在 ( )2 nL  中是强

收敛的。因此 ( )nu u n→ →∞ 在 n
 中是几乎处处收敛的，由 f 的连续性，有 ( )( ) ( )( ), ,nf u x t f u x t→ 于

[ ]0, nT × 上几乎处处收敛，并且由 Lebesgue 逐项积分定理可知，存在 ( )( )2 0, ; n
cL T Cφ ∞∈  ，使得 

( ) ( )
0 0

lim d d d dn n

T T
nn

f u x t f u x tφ φ
→∞

=∫ ∫ ∫ ∫
 

                           (3.19) 

可得在 [ ]( ) [ ]( )10, 0,q n nL T H T−× ⊂ ×  中 ( ) ( )nf u f u ，且由弱极限的唯一性可知： ( )f uχ = 。 

因为 ( ) ( )1
n ng x H B−∈ ，对于一切的 nx∈ ，有 ( )ng g n→ →∞ ，则 ( ) ( )( )2 10, ; ng x L T H −∈  。 

故当 n →∞时，对所有的 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
0 00, ; , , ;n nx L T C x t L Cµω ϕ∞ + ∞∈ ∈   有以下等式成立： 

( )
0

00

,

,,

, , , , , , ,

, , ,

t
t

t t
t s

u u u f u g

u
µ

µµ

ω η ω ω λ ω ω ω

η η ϕ ϕ

 + ∇ ∇ + ∇ ∇ + + =



+ =





 

证毕！

 

3.2. 解的唯一性和对初值的连续依赖性 

定理 3.5：假设条件(h1)~(h2)成立，对任意的 0T > 和 ( )0
0 0 1,z u η= ∈。方程(1.1)在 1中有唯一弱解

( ), tz u η= ，且其解 ( ) ( )( ), tz t u t η= 连续依赖于初值 ( )0
0 0 ,z u η= 。 

证明：设 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,t tz u z uη η= = 是方程(1.1)的两个解，且初值 ( )1
10 20 1, , nz z g H −∈ ∈  ，令 

1 2 1 2 1 2, ,t t tu u z z zω ζ η η= − = − = − ，则ω 满足下面的初边值问题 

( ) ( ) ( ) ( )1 20
d 0

,

t
t

t t
t s

s s s f u f uω ω µ ζ λω

ζ ζ ω

∞ − ∆ − ∆ + + − =


= − +

∫                      (3.20) 

对方程(3.20)两端用ω 作用，则得 
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( ) ( )
1 1

2 22 2
1 22 2, ,

d 2 2 , .
d

t t f u f u
t µ µ

ω ζ λ ω δ ζ ω   + + + ≤ − −       
                 (3.21) 

对(3.21)式的右端项，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
1 2 1 2 22 , d 2 .nf u f u f u f u x lω ω ω− − = − − ≤∫



                    (3.22) 

结合(3.21)式和(3.22)式，令
1 1

22 2

0 ,

tz
µ

ω ζ′ = +
 

，可得 

1 1

2 2d 2 .
d

z l z
t

′ ′≤
 

 

故由 Gronwall 引理可得 

( ) ( )
1 1

22 2
1 2 1 2e 0 0 .lTz z z z− ≤ −

 
                             (3.23) 

当且仅当 ( ) ( )1 20 0z z= 时，(3.23)式中的等号成立。由此证得方程(1.1)解的唯一性和解对初值得连续

依赖性，证毕！ 
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