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摘  要 

本文首先利用一个变换将描述肿瘤增长模型的Fokker-Planck方程转化为常微分方程，然后利用F-展开

法和Mathematica软件构造出方程的一个精确解，最后描绘在不同参数情形下解的图像来展示解的性态。 
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Abstract 
We first use a transform to convert the Fokker-Planck equation describing the tumor growth model 
into an ordinary differential equation, then construct an exact solution of the equation by means 
of the F-expansion method and Mathematica software, and finally draw the figures of the solutions 
under the different choosing parameters to demonstrate the behaviors of the solutions. 
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1. 引言 

近年来，用非线性发展方程刻画模型已引起了人们的广泛关注，并且成功地解决了一些模型的性态

演化问题。如在文献[1]，利用 CRE 方法研究了两类非线性方程得到了新的相互作用解，并且描述了非线

性发展方程在数学物理中的重要性，而在合适的假设下利用微分方程刻画肿瘤细胞的增长过程以及影响

因素，也为肿瘤治疗提供了新的思路和方法[2]。 
在许多专家学者的研究中，通过采用指数函数法、齐次平衡法、双曲正切法和 F-展开法来求解非线

性偏微分方程，得到了丰富的精确解。在文献[3] [4]中 Rotenberg 利用 Fokker-Planck 逼近给出了一个描述

细胞增长的线性扩散型方程。本文在上述文献的启示下研究一个非线性的偏微分方程[5] 
2

2 ,nf f fv f
t vµ

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
                                        (1) 

并运用 F-展开法构造方程(1)的一个精确解，其中 ( )0,t∈ ∞ 是时间， ( )0,v∈ ∞ 是成熟速度， ( )0,1µ ∈

是成熟度。 
本文的结构如下：在第 2 节，我们概述 F-展开法的主要思路，然后利用 Mathematica 软件绘制图形，

得到方程的精确解并且描述了方程模型。第 3 节对本文内容进行了简单的总结。 

2. 求解非线性偏微分方程 

2.1. 方法概述 

求解非线性偏微分方程的 F-展开法可以看作是齐次平衡原则的新应用，为了简单起见，本文以两个

自变量的情形为例来说明 F-展开法的主要思路[6] [7]。 
给定非线性偏微分方程： 

( ), , , , , , 0,t x tt xt xxP u u u u u u =�                                    (2) 

P 为其变元的多项式，其中含有非线性项和高阶偏导数项。 
第一步：为了将偏微分转化为微分方程，我们令 

( ) ( ), ,u x t u mx ntξ ξ= = +                                     (3) 

其中 ,m n 为待定常数。将(3)式代入方程(2)，则(2)式变为常微分方程 

( )2 2, , , , , , 0P u mu nu u k u k uω ω′ ′ ′′ ′′ ′′ =�                                (4) 

第二步：用齐次平衡法原则确定 N。 
第三步：设 ( )u ξ 为 ( )F ξ 的洛朗级数形式 

( ) ( ),
n

i
i

i n
u x t a F ξ

=−

= ∑                                       (5) 

其中 ia 是待定常数， ( )F ξ 满足 Jacobi 椭圆方程 
2 4 2 ,F PF QF R′ = + +                                      (6) 
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其中 , ,P Q R 是常数。具体的解的分类可见[8] 
第四步：将式(5)代入方程(4)，利用方程(6)可将方程(4)的左端变成 ( )F ξ 的多项式，合并 ( )F ξ 多项

式。 
第五步：令 ( )F ξ 的各次幂项的系数为零，得 ia 的含有 , ,P Q R 的代数方程组，利用符号计算软件

Mathematica 解出 ia ，用 , ,P Q R 表示的 ia 。 
第六步：将 ia 的结果代入式子(5)，得方程的行波解的一般形式，再由 ( )F ξ 与 , ,P Q R 关系代入 , ,P Q R

的值得出由雅各比椭圆函数表示的解。 

2.2. 具体步骤 

本节借助以上思路来构造非线性方程(1)的精确解。考虑如下形式的变换 

( )3 , ln ;
2
lf t u s s tv tµ= = − +                                   (7) 

其中 0l = 或者 1l = ± 。将变换(7)代入非线性方程(1)，得到关于 ( )u s 的常微分方程  

( ) ( ) ( ) ( )3 0,
2

nlu s u s u s u s
n

′ ′′− + − =                                 (8) 

这里考虑一个特殊情形令 1, 0n l= − = ，得到方程 

( ) ( )23 0,u s u s′′− =                                         (9) 

利用 F-展开法的思路，利用方程(9)中的非线性项与最高阶导数项 u′′与 2u ，齐次平衡后就可确定

2N = ，则方程(8)的解具有形式 

( ) 1 2 2
0 1 1 2 2 ,u s a a F b F a F b F− −= + + + +                             (10) 

将(10)式代入方程(9)中，同时利用(6)式，合并 F 的同次幂项的系数，则方程(9)的左端 
归结为 ( )F s 的 8 次多项式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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4 52
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1 0 2 2 1 2 1 2 2

3 6 6 2 3 6 4 6 6

3 6 6 2 2 6 6
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b b R b b b R F s b a b b Q F s a b a b b Q F s

a a b a b b P a R F s a a  a b a Q F s

a a a a Q F s a a a P F s a a P F s

− + − + + − + + −

+ + + − − + + −
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令 ( )F s 的各次幂项的系数为零，得到关于 ia 代数方程组，解此代数方程组可得一组解： 
2

0 1 1 2 2
2 ; 0; 0; 2 ; 2 ; ;
3 12
Q Qa a b  a P b R P

R
= = = = = = −  

特别的，利用方程(6)的特解，我们可得 ( )2 2 21; 2 1; 1 ;P Q m R m m F dsξ= = − = − − =  
将 , , ,P Q R F 与上面的解代入(10)式中可得 

( )
[ ]

[ ]22

1 1 2JacobiDS ,
3 8 JacobiDS ,

u s s m
s m

= − − +                      (11) 

最后将(11)式代入(7)式中可得到方程(1)的精确解为 

2

3
2
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和 

2

3
2

1 1 2 32JacobiDS ,
23 2 38JacobiDS ,

2

f t tv

tv

µ

µ

 
 
  +  = − − + −
     +  −    

             (13) 

2.3. 图形分析 

对于精确解(12)当分别取 1, 5, 10t t t= = = ， ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 时，利用 Mathematica 软件[9]绘制解随

时间的演化性态。 
1) ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 在 1t = 时解的演化过程见图 1，此时有一个波峰。 
2) ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 在 5t = 时解的演化过程见图 2，此时有两个波峰。 
3) ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 在 10t = 时解的演化过程见图 3，此时有三个波峰。 

 

 

Figure 1. When 1t = , the solution evolves with v and µ  
图 1. 当 1t = 时解随 ,v µ 的演化过程 

 

 

Figure 2. When 5t = , the solution evolves with v and µ  
图 2. 当 5t = 时解随 ,v µ 的演化过程 
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Figure 3. When 10t = , the solution evolves with v and µ  
图 3. 当 10t = 时解随 ,v µ 的演化过程 

 

对精确解(13)当分别取 1, 5, 10t t t= = = ， ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 时利用 Mathematica 软件绘制解随时间演

化的图形。 
1) ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 在 1t = 时解的演化过程见图 4，此时只有一个波峰。 
2) ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 在 5t = 时解的演化过程如图 5，此时只有一个波峰。 
3) ( ) ( )0,1 , 0,1v µ∈ ∈ 在 10t = 时解的演化过程见图 6，此时有两个波峰。 

 

    

Figure 4. When 1t = , the solution evolves with v and µ  
图 4. 当 1t = 时解随 ,v µ 的演化过程 
 

综上：当
2 3

2
m −
= 时，由解(12)随时间的的演化图形知，随着时间的增大，波峰个数变为一个、 

两个、三个。 

当
2 3

2
m +
= 时，由解(13)随时间的演化图形知，随着时间的增大，波峰个数逐渐变为一个、一个、 

两个，而造成这两种不同的原因可能与参数 m 的取值有关。 
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Figure 5. When 5t = , the solution evolves with v and µ  
图 5. 当 5t = 时解随 ,v µ 的演化过程  
 

  

Figure 6. When 10t = ,the solution evolves with v and µ  
图 6. 当 10t = 时解随 ,v µ 的演化过程 

3. 结论 

本文利用 F-展开法[10]，并借助 Mathematica 软件，研究了描述肿瘤细胞增长模型的 Fokker-Planck
方程，得到了该方程的两个精确解，通过参数取值绘制解的图形，直观简洁地展示了解的演化性态。通

过设定不同的待定函数，采用相同的思路还可用该方法求得 Fokker-Planck 方程更多的精确解。 
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