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摘  要 

针对复合超几何微分方程的边值问题，研究其求解过程并分析解的结构，发现：首先利用左、右区超几

何方程的任意一组线性无关的解构造引解函数，然后利用右区引解函数和右边值条件的系数构造右相似

核函数，左区引解函数和交界处衔接条件的系数构造左相似核函数，最后将左相似核函数与左边值条件

的系数组合得到该边值问题解的相似结构，并总结出求解该类边值问题的相似构造法。 
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Abstract 
In the boundary value problem of the compound hypergeometric differential equation, first of all, 
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the leading function is constructed by any two linearly independent solutions of the definite solu-
tion equation in the left and right regions. Then, right similar kernel function is obtained through 
leading function and coefficients of the boundary condition in right area. Furthermore, with the 
combination of leading function in left area and coefficients of junction conditions, left similar 
kernel function can also get. Finally, combining left similar kernel function with coefficients of the 
boundary condition in left area, it is easy to get a similar structure of the solutions in this boun-
dary value problem. Overall, we conclude that a new method to solve this kind of boundary value 
problem. It is called similar construction method. 
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1. 引言 

超几何(超比)方程或 Gauss 方程，它是具有 0,1,∞三个正则奇点的 Fuchs 型原型方程，其解超比函数

或 Gauss 函数，是一类重要的特殊函数[1]。我们知道：凡是具有三个正则奇点的 Fuchs 型方程的解都可

以用超比函数表达[1]。且在数学物理中，富克斯方程(Fuchs Equation)有很广的应用背景，所以研究超几

何方程问题很是重要。 
自 2013 年起，研究了在 1x = 处的欧拉超几何微分方程的第一、二类边值问题[2]、在无穷大处的欧

拉超几何微分方程的第一、二类边值问题[3]、在 0x = 处的欧拉超几何微分方程的第三类边值问题[4]和
超几何方程的一类非齐次边值问题[5]等，得到了这些边值问题解的相似结构。 

本文研究以下复合超几何微分方程的边值问题： 

( ) ( )
( ) ( )

( )

[ ]

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

1 2

1 2

2 2

1 1 0,

1 1 0,

1

0

x

x x

x x

x

x x y c a b x y a b y x

x x y c a b x y a b y x

ey ef y Q

y y

y y

Gy Hy

α

θ θ

θ θ

β

α θ

θ β

λ

µ

=

= =

= =

=

 ′′ ′− + − + + + = < <  
 ′′ ′− + − + + + = < <  
 ′+ + =  


=


′ ′=


′+ =

                    (1) 

其中 ( ), , , 1, 2 , , , , , , , , , ,i i ia b c i e f G H Qα θ β λ µ= 均为实数， ( ), , , 1, 2i i i i i ic a b c a b i− − − = 不是正整数， 
2 21, 0, 0, 0x Q G Hβ α< > > > + ≠ 。 

2. 预备知识 

超几何方程 

( ) ( ) ( )*1 1 0, 1,2;i i i i i i i i ix x y c a b x y a b y i c N′′ ′ − + − + + + = = ∈                    (2) 
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在奇点 0x = 处的通解[1]为 

( ) ( )1
1 2, , , 1 , 1 , 2 , ,ic

i i i i i i i i i i iy C F a b c x C x F a c b c c x−= + + − + − −                  (3) 

其中 ( ) ( )1, , , , 1 , 1 , 2 ,ic
i i i i i i i iF a b c x x F a c b c c x− + − + − − 是方程(2)的两个线性无关的解， 1 2,i iC C 是任意常数。 

根据超几何函数的微分性质[1] 
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为了求解复合超几何微分方程的边值问题，我们构造引解函数 
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根据以上引解函数的定义，有 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 0,0 1,0 0,1 1,1 1,1, , , , , , , , .i i i i i ix x x x x xϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ= − = − =               (10) 

3. 主要定理 

定理若复合超几何微分方程的边值问题(1)在奇点 0x = 处有唯一解，那么其左区( xα θ< < )解有如下

相似结构： 
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                           (11) 

右区( xθ β< < )解为： 
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其中 ( )* xΦ 是右相似核函数，且 
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( )xΦ 是左相似核函数，且 
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( ) ( ), , , 1, 2; , 0,1i
m n x i m nϕ ξ = = 是引解函数。 

证明：由预备知识可知超几何方程的通解为(3)式，且其导数为(5)式。则根据左边值条件 
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由衔接条件 1 2 1 2,x x x xy y y y
θ θ θ θ
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= = = =
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由右边值条件 [ ]2 2 0
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联立方程(15)、(16)、(17)、(18)，利用(6)~(10)式化简可得 
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再根据 Cramer 法则： 31 2 4
11 12 21 22, , ,

DD D DC C C C
D D D D

= = = = ，即可证明复合超几何微分方程的边值 

问题(1)的左和右区解分别为(11)和(12)式。 

4. 相似构造法 

根据以上求解复合超几何微分方程边值问题的过程，归纳出求解边值问题(1)的相似构造法的步骤[6]
如下： 

第一步由超几何方程的任意一组线性无关的解，构造出引解函数 ( ) ( ), , , 1, 2; , 0,1i
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5. 举例 
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


=

 ′ ′=



′ + =


                   (24) 
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第一步由方程 ( ) 1 1 1
1 19 1 1 11 0,
2 12 12 5 3

x x y x y y x   ′′ ′− + − + = < <   
   

的两个线性无关的解，作引解函数 

( )
1 1

1 2 2
0,0

1 1 1 5 3 3 5 3 3 1 1 1, , , , , , , , , , , , ,
3 4 2 6 4 2 6 4 2 3 4 2

x F x F x F x Fϕ ξ ξ ξ ξ       = −       
       

 

( )
1 1

1 2 2
1,0

1
2

1 4 5 3 5 3 3 1 5 3 3 1 1 1, , , , , , , , , , , , ,
6 3 4 2 6 4 2 2 6 4 2 3 4 2

5 11 7 5 1 1 1, , , , , ,
12 6 4 2 3 4 2

x F x F x F x F

x F x F

ϕ ξ ξ ξ ξ

ξ

−       = −       
       

   −    
   

 

( )
1 1

1 2 2
0,1

1
2

1 1 1 1 5 3 3 5 1 1 1 11 7 5, , , , , , , + , , , , , ,
2 3 4 2 6 4 2 12 3 4 2 6 4 2

1 5 3 3 4 5 3, , , , , ,
6 6 4 2 3 4 2

x F x F F x F

x F x F

ϕ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

−        =        
       

   −    
   

 

( )
1 1

1 2 2
1,1

1 1
2 2

1 4 5 3 5 3 3 5 4 5 3 11 7 5, , , , , , , , , , , , ,
12 3 4 2 6 4 2 72 3 4 2 6 4 2

1 5 3 3 4 5 3 5 11 7 5 4 5 3, , , , , , , , , , , ,
12 6 4 2 3 4 2 72 6 4 2 3 4 2

x F x F F x F

x F x F x F x F

ϕ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

       = +       
       

       − −       
       

 

由方程 ( ) 2 2 2
1 29 1 1 11 0
2 20 20 3 2

x x y x y y x   ′′ ′− + − + = < <   
   

, 的两个线性无关的解，作引解函数 

( )
1 1

2 2 2
0,0

1 1 1 3 7 3 3 7 3 1 1 1, , , , , , , , , , , , ,
4 5 2 4 10 2 4 10 2 4 5 2

x F x F x F x Fϕ ξ ξ ξ ξ       = −       
       

 

( )
1 1

2 2 2
1,0

1
2

1 5 6 3 3 7 3 1 3 7 3 1 1 1, , , , , , , , , , , , ,
10 4 5 2 4 10 2 2 4 10 2 4 5 2

7 7 17 5 1 1 1, , , , , ,
20 4 10 2 4 5 2

x F x F x F x F

x F x F

ϕ ξ ξ ξ ξ

ξ

−       = −       
       

   −    
   

 

( )
1 1

2 2 2
0,1

1
2

1 1 1 1 3 7 3 7 1 1 1 7 17 5, , , , , , , + , , , , , ,
2 4 5 2 4 10 2 20 4 5 2 4 10 2

1 3 7 3 5 6 3, , , , , ,
10 4 10 2 4 5 2

x F x F F x F

x F x F

ϕ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ

−        =        
       

   −    
   

 

( )
1 1

2 2 2
1,1

1 1
2 2

1 5 6 3 3 7 3 7 5 6 3 7 17 5, , , , , , , + , , , , , ,
20 4 5 2 4 10 2 200 4 5 2 4 10 2

1 5 6 3 3 7 3 7 7 17 5 5 6 3, , , , , , , , , , , ,
20 4 5 2 4 10 2 200 4 10 2 4 5 2

x F x F F x F

x F F x x F x F

ϕ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

−

−

       =        
       

       − −       
       

 

第二步由 ( ) ( )2
, , , , 0,1i j x i jϕ ξ = 及右边值条件 [ ] 12 2

2
2 3 0

x
y y

=
′+ = 的系数，生成右相似核函数： 

( )
2 2
0,0 0,1

*

2 2
1,0 1,1

1 12 , 3 ,
1 12 2 ,

1 1 1 1 3 22 , 3 ,
3 2 3 2

x x
x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

   +        Φ = < <      +   
   

                    (25) 

第三步由 ( ) ( ) ( )1 *
. , , , 0,1 ,i j x i jϕ ξ θ= Φ 及交界点的衔接条件 1 1 1 11 2 1 2

3 3 3 3
,x x x xy y y y

= = = =
′ ′= = 的系数，生成 
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左相似核函数： 

( )
* 1 1

0,1 0,0

* 1 1
1,1 1,0

1 1 1, ,
1 13 3 3 ,

1 1 1 1 1 5 3, ,
3 5 3 5 3

x x
x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

     Φ −            Φ = < <        Φ −     
     

                    (26) 

第四步由左边值条件 [ ] 11 1
5

2 7 2
x

y y
=

′+ = 的系数和 ( ) ( ),x αΦ Φ 组装可得左区( 1 1
5 3

x< < )解： 

( )1
1 12

1 12 31 53
5

y x= Φ
 + +Φ    +Φ 

 

                         (27) 

和右区( 1 1
3 2

x< < )解： 

( )
1
0,1

*
2

* 1 1
1,1 1,0

1 1,
1 1 3 3

1 1 1 1 1 1 12 3 , ,1 5 3 5 3 5 33
5

y Q x
ϕ

ϕ ϕ

 
 
 = Φ

       + +Φ Φ −                +Φ 
 

             (28) 
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