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摘  要 

称Cayley图 ( )Cay G SΓ = , 是1-正则的，如果Γ的全自同构群 ( )Aut Γ 作用在其弧集上正则。称Γ是正规

的，如果 ( )G Aut Γ 。在本文中, 我们证明了有限非交换单群上的连通10度1-正则Cayley图一定是正规的。 
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Abstract 
A Cayley graph ( )Cay G SΓ = ,  is said to be 1-regular, if the full automorphism group ( )Aut Γ  of 

Γ  acts regularly on the arc set of Γ . And Γ  is called normal if ( )G Aut Γ . In this paper, we 
prove 10-valent 1-regular Cayley graphs on finite nonabelian simple groups must be normal. 
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1. 引言 

假定本文中的图均是有限，连通，简单的无向图。 
设Γ是一个图，将图Γ的顶点集，边集，弧集，全自同构群分别记作 ( )V Γ ， ( )E Γ ， ( )Arc Γ ， ( )Aut Γ 。

用 ( )val Γ 表示Γ的度数。 
设 ( )X Aut≤ Γ ，令 s 为一个正整数。我们称图Γ为 ( ),X s -弧传递或者 ( ),X s -正则，若 X 传递或者正

则地作用在图Γ的 s-弧的集合上，其中 s-弧是 1s + 个顶点的序列 ( )0 1, , , sv v v ，使得 ( ) ( )1,i iv v E− ∈ Γ 且

1 1i iv v− +≠ ，其中1 1i s≤ ≤ − 。特别地，若 ( )X Aut= Γ ，则称 ( ),X s -弧传递图或者 ( ),X s -正则图为 s-弧传

递图或 s-正则图。另外，也称 1-正则图为弧正则图。一般情况下，点传递图即为 0-弧传递图，弧传递图

或对称图即为 1-弧传递图。 
设 G 是有限群，将其单位元记为 1。取 G 中集合 S 使得1 S∉ 且 { }1 1: |S S s s S− −= = ∈ ，定义有限群 G

关于子集 S 的 Cayley 无向图 ( ): ,Cay G SΓ = ，其中： 

( ) ( ) { }{ }: , : , | , .V G E g sg g G s SΓ = Γ = ∈ ∈  

显然，Γ的度数为 S 。Γ连通⇔ G S= 。我们可以将群 G 看作为 ( )Aut Γ 的正则子群。反之，图Γ

同构于群 G 的 Cayley 图⇔ ( )Aut Γ 中包含一个正则子群，且该子群同构于 G (参见文献[1]，性质 16.3)。
称 Cayley 图 ( ),Cay G SΓ = 是正规的，若 ( )G Aut Γ ；否则称 Cayley 图Γ是非正规的。 

正规 Cayley 图的概念是由徐明曜教授在 1998 年第一次提出，可参见文献[2]。对于决定 Cayley 图的

全自同构群的问题，正规 Cayley 图的概念在其中占据着十分重要的地位。自然地，有限非交换单群上的

Cayley 图的正规性研究在学术界受到了广泛关注和重视，并且对于有限非交换单群上的小度数 d 度弧传

递 Cayley 图的正规性分类研究，已经有较多突出性的结论，可参见文献[3]-[9]。而在具有较高对称性的

图中，1-正则图是一类特殊的对称图，它一直是一个有意义的研究对象。值得一提的是，小度数 d 度 1-
正则图的点稳定子群的阶就是 d，那么其结构自然而然就被确定了。 

本文主要目的是通过考虑有限非交换单群上的 10 度 1-正则 Cayley 图的正规性，对该类图进行完全

分类，得出了如下结论： 
定理 1.1. 设 G 为一个有限非交换单群，Γ为 G 上的 10 度 1-正则 Cayley 图，则 ( )G Aut Γ 。 

2. 预备知识 

设 G 是有限群，Ω 是至少包含两个点的集合，G 作用在Ω上传递。下列引理是证明传递群 G 为本

原置换群的一个充分必要条件，可参见文献[10]。 
引理 2.1. Ω上传递群 G 是本原的⇔ 点稳定子 iG 是 G 的极大子群，其中 i∈Ω。               ■ 
下面是关于传递置换群的一个经典结论，我们称之为 Frattini 论断，可参见文献[10]。 
引理 2.2. 设G为Ω上的传递置换群，H为G的子群。则H作用在Ω上传递⇔ vG HG= ，其中点 v∈Ω， 

vG 是点 v在G中的点稳定子。                                                                ■ 
设 X 是一个有限群，H 为 X 的一个无核子群。定义 G 关于 H 的陪集图 ( ): Cos , ,X H gΓ = 如下： 

( ) [ ]: : ,V X HΓ =  
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( ) ( ){ }: , | .E Hx Hdx d HgHΓ = ∈  

其中 g X H∈ − 满足 2g H∈ 。接下来的引理是关于陪集图的一些基本结论，其证明过程可由上述定义以

及文献[11]得出。 
引理 2.3. 设 ( )Cos , ,X H gΓ = ，易知Γ是 X-弧传递图，并且有如下结论： 
1) ( ) : gval H H HΓ =  ； 
2) Γ为无向图⇔ 存在一个 2-元素 \g X H∈ 使得 2g H∈ ； 
3) Γ为连通图⇔ ,H g X= ； 
4) 若 X 中包含一个作用在 ( )( )Cos , ,V X H g 上正则的子群 G，于是有 ( ) ( )Cos , , ,X H g Cay G S≅ ，其

中 S G HgH=  。 
另一方面，每一个 X-弧传递图Σ均同构于一个陪集图 ( )Cos , ,vX X g ，其中 ( )X vwg N X∈ 是一个满足

2
vg X∈ 的 2-元素， ( )v V∈ Σ ， ( )w v∈Σ 。                                                       ■ 

设Γ是 X-点传递图，其中 ( )X Aut≤ Γ 。又设 X 中含有正规子群 N，且 N 作用在 ( )V Γ 上是不传递的。

记 NV 为 N-轨道的集合(即 ( ){ }: |N
NV Vα α= ∈ Γ )。由 N 诱导的Γ的正规商图 NΓ 定义为： ( )N NV VΓ = ；

( ) { } { } ( ){ }, | , ,NE B C u B v C u v EΓ = ∈ ∈ ∈ Γ存在  使得 。由文献[12] [13]可得下列结论： 
引理 2.4. 设Γ是 G-点传递的局部本原图，其中 ( )G Aut≤ Γ 。若 N G 作用在 ( )V Γ 上至少有 3 个轨

道，则以下结论成立： 
1) N 在 ( )V Γ 上是半正则的， NG N Aut≤ Γ ，此时Γ为商图 NΓ 的正则覆盖； 
2) ( )G G Nα γ

≅ ，其中 ( )Vα ∈ Γ ， ( )NVγ ∈ Γ ； 
3) Γ是一个 ( ),G s -传递图⇔ NΓ 是一个 ( ),G N s -传递图，其中1 5s≤ ≤ 或 7s = 。               ■ 
对于级数不超过 10 的本原置换群，由文献[14]中本原置换群的分类结果，易得出下列结论： 
引理 2.5. 设 T 是Ω上的本原置换群，K 为某点 w∈Ω的点稳定子群。若 T 是非交换单群，K 非可解

并且 10Ω ，则 ( ) ( )10 9, , , ,10T K A AΩ = 。                                                       ■ 

3. 定理 1.1.的证明 

设 G 为有限非交换单群， ( ): ,Cay G SΓ = 为 G 上的 10 度 1-正则 Cayley 图。记 ( ):A Aut= Γ 为图Γ的

全自同构群， vA 为点 ( )v V∈ Γ 在 A 中的点稳定子。因为Γ是 10 度 1-正则 Cayley 图，于是该图的点稳定

子 vA 的阶必为 10，即 10vA = 。接下来，我们分别考虑 A 中存在非平凡的可解正规子群和不存在非平凡

的可解正规子群，以此来完成定理 1.1.的证明。 
引理 3.1. 若 A 中不存在非平凡的可解正规子群，则G A 。 
证明：假设结论不成立。 
令 N 是 A 的极小正规子群，于是 N 非可解， ( )1dN T d= ≥ ，T 是非交换单群。由 N G G  和群 G

的单性，可知 1N G = 或 G。若 1N G = 。由引理 2.2.可知 vA GA= ，又 1vG A = ，可知 10vN A = ，

意味着正规子群 N 可解，矛盾于引理的条件“A 中不存在非平凡的可解正规子群”。于是 N G G= ，

即G N≤ 。若此时有G N= ，G A ，矛盾。因此G N< 。但若有 2d ≥ ， 1 2 dN T T T= × × × ， iT T≅ 是

非交换单群。则由 1T G G  和群 G 的单性，可知 1 1T G = 或 G。若 1 1T G = ，可推出 1 10v vT N A = ，

1T 可解，这与引理中的“A 中不存在非平凡的可解正规子群”矛盾了。又若 1T G G= ， 1G T≤ ，意味着

2 1T G = ，同样可以推出矛盾。因而 1d = ，N T= 是非交换单群。设 K 为 T 的极大真子群，满足 K G≥ 。

又设 [ ]:T KΩ = ，记 :n = Ω 。由引理 2.2.可知 vT GT= ， 1vT ≠ 且 v v vT A T A= ≤ ，则 10vT 。又因为

1vG T = ，则 : : 10n T K T G= Ω = 。现考虑 T 依右乘作用在Ω上。由于 T 为非交换单群，可知该作

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1010365


李婉婷，凌波 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1010365 3467 应用数学进展 
 

用是忠实的且传递的。一方面，易知 K 为Ω中某点的点稳定子，又 K 为 T 的极大子群，则由引理 2.1.
可知 T 为作用在Ω 上的本原置换群。另一方面，T 为非交换单群，且 K G≥ ，K 必定非可解。那么 T，K，
Ω 满足引理 2.5.中的条件，即 ( ) ( )10 9, , , ,10T K A AΩ = 。注意到交错群 1nA − 中不存在指数小于 1n − 的真子

群，也就是说， : 1K G n≥ − ，则 ( )1 : : : 10n n T K K G T G− ≤ ⋅ = ≤ ，从而有 K G= 。由引理 2.3.和 MAGMA 
(见文献[15])可知此时并不存在图。于是假设不成立，此时有G A 。                               ■ 

接下来，考虑全自同构群 A 中存在非平凡的可解正规子群。 
引理 3.2. 若 A 中存在非平凡的可解正规子群，则G A 。 
假设结论不成立。令 M 是 A 中最大的可解正规子群，推出 McharA ，并且 1M ≠ 。由 M G G  和

G 的非交换单性可知 1M G = ， 10M 。注意到 ( )V GΓ = 中至少包含 3 种素因子，则由轨道的相关定

义和公式可知 M 作用在 ( )V Γ 上的轨道个数多于 2 个。再由引理 2.4. (1)，此时 M 在 ( )V Γ 上是半正则的。 
令自然同态 : A A Mψ → ，设 A A M= ， MΓ = Γ 。由引理 2.4. (3)可知，商图Γ是 A -弧传递的。又

设 N 是 A 的一个极小正规子群，N 是 N 在 : A A Mψ → 下的原像。由 M 的定义可知 N 必定非可解，

( )1 2 1d
dN T T T T d= × × × = ≥ ，T 是非交换单群。 

设G GM M= ，由同构定理可知G G≅ ，G 也是非交换单群。由于 N G G  ，可知 1N G = 或G 。

若 1N G = ，则 10N ，N 可解，矛盾。因此 N G G= ，G N≤ 。由于G 是非交换单群， G 必定整除

N 中某合成因子的阶，即知 1G T 。但若有 2d ≥ ，则 2 : vT N G A ，而 vA 是{ }2,5 -群(其中 v V∈ Γ )，
可知此时 2T 可解，矛盾。因而 1d = ， N 是非交换单群。另一方面，由于 N 的任意性，以上推理叙述也

说明了 N 是 A 唯一的非可解的极小正规子群，进而有 NcharA ， NcharA。 
如果G N= 。显然有 :N M G= 。若 G 中心化 M，则 N M G= × ，所以GcharNcharA ，矛盾于 G 在 A

不正规。因此 G 不中心化 M。推出 ( )Aut M 是非可解的。又 10M ， 1,2,5M = 或 10，这意味着 ( )Aut M
可解，矛盾。因此，G N< 。从而 : 5N G 。设 K 是 N 中包含G 的极大真子群。令 :N K Ω =  。由引理

2.5.可知，( ) ( )10 9, , , ,10N K A AΩ = 。由于G K≤ ， : : 5N K N GΩ = ≤ ，则 ( ) ( )10 9, , , ,10N K A AΩ ≠ ，矛

盾。                                                                                      ■ 
综合引理 3.1.和引理 3.2.的证明可知，无论 A 中是否存在非平凡的可解正规子群，都有G A ，即定

理 1.1.得证。 
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