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摘  要 

超立方体Qn及其变体作为许多大型处理机系统的一种常用网络拓扑结构，是迄今为止最为重要和最具吸

引力的网络拓扑结构之一。一个简单图G的线图line(G)是以图G的边集作为其顶点集，两个顶点之间有一

条边当且仅当这两个点对应的边在原图G中是相邻的。1993年张福基等人利用超立方体的邻接多项式给

出了超立方体的线图的邻接多项式的具体表达式。时隔近30年，随着图论的发展和兴起衍生出很多新的

工具，本文从图的无符号拉普拉斯矩阵与其线图的邻接矩阵关系的角度出发，进一步研究超立方体的线

图的一些性质，如：更为简化的超立方体线图的邻接多项式、邻接谱、生成树的个数以及超立方体线图

的二部图的判定等。 
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Abstract 
The hypercube Qn coupled with their variants is used to construct various common network to-
pology models for many large processor systems, hypercube network is one of the most essential 
and inviting network topological structures today. The line graph line(G) of simple graph G is a 
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graph with vertex set E(G) and there is an edge between two vertices if and only if the edges cor-
responding to these two points are adjacent in graph G. In 1993 Zhang Fuji et al. gave the specific 
adjacent polynomial of the line graph of the hypercube. After nearly 30 years, with the develop-
ment of graph theory, a series of new tools are derived. In this paper, starting from the perspective 
of the relation of the unsigned Laplacian matrix of the graph and its adjacency matrix of the line 
graph, we further study some properties of the line graph of the hypercube, such as the more sim-
plified adjacency polynomial, the number of spanning trees, and the determination of the bipartite 
graph of the line graph of hypercube. 
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1. 序言 

1993 年 11 月张福基和林国宁在《超立方体的线图》[1]一文中探讨了超立方体线图的邻接多项式，利

用超立方体的邻接特征多项式，分奇数和偶数两种情形，给出了超立方体线图的邻接多项式的表达式为： 
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本文将采用新的工具导出新的表达式。

 

对于超立方体线图的研究，国内外文献还比较少，其中比较突出的有 Mirafzal [2]证明了如果 3k ≥ 和

2 1n k≠ + ，则除 3, 9k n= = 和 3, 33k n= = 的情况外， ( ), 1nQ k k + 的线图是顶点传递的非 Cayley 图，其中

( ), 1nQ k k + 表示 nQ 由层 kL 和 1kL + 诱导的子图。孟吉翔等人[3]，对超立方体的线图的限制性点连通度进行

了研究，得到 ( )( )1 3 4kline Q nκ = − ， ( )( )2 3 4kline Q nκ = − ，其中 ( ) ( )1 2,G Gκ κ 表示图 G 的 1 2,κ κ 限制性

点连通度。 
Cheng 等[4]给出了超立方体的线图中包含 2 2n − 个节点的独立生成数的 ( )O N 时间算法，其中

12nN n −= × , 同时证明了 ( )nline Q 可以划分成 12n− 个完全子图。本文力图从拉普拉斯谱出发，探讨更为简

化的超立方体线图的邻接多项式、邻接谱，从而推导出更为方便的生成树的个数表达形式以及更简单的

超立方体线图的二部图的判定求证方法。 

2. 定义与符号 

n 维超立方体 nQ 通常有两种不同的定义方式，一种是利用图的笛卡尔积运算给出的递归定义： 

定义 1 [2]：n 维超立方体 ( )1nQ n ≥ 的递归定义。 

1 2

1 2

,
,  1. n n

Q K
Q Q K n−

=
 = × >

 

另外一种是利用二进制序列给出的定义[2]：n 维超立方体 ( )1nQ n ≥ 是 2n 阶的简单无向图，其中： 
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( ) { }{ }1 2 0,1 , 1, 2, ,|n n iV Q x x x x i n= ∈ =   

任意 ( ), nx y V Q∈ 且 1 2 nx x x x=  与 1 2 ny y y y=  ，x 与 y 相邻当且仅当 n 位二进制序列 1 2 nx x x 与 

1 2 ny y y 恰恰差一位，即
1

1
n

i i
i

x y
=

− =∑ 。 

令 ( ),G V E= 是一个简单图，图 G 的邻接矩阵用 ( )A G 表示；图 G 的拉普拉斯矩阵定义为：

( ) ( ) ( )L G D G A G= − ，其中 ( )D G 为图 G 的度对角矩阵，即对角线上的元素为图中点对应的度；无符号

拉普拉斯矩阵定义为： ( ) ( ) ( )Q G D G A G= + ；图 G 邻接矩阵、拉普拉斯矩阵、无符号拉普拉斯矩阵对应

的特征多项式为 ( ),A G x 、 ( ),L G x 、 ( ),Q G x 。矩阵 X 的特征值是指其特征多项式的根, 矩阵 X 的谱(简
称 X-谱)是指它的所有特征值连同其重数构成的重集，记为： 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

s

s
Spe Xc

x x x
ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

 
=  
 





 

其中 ( )ix ρ 表示特征值 iρ 的重数， *i N∈ ，共 n 个不同的根， *n N∈ ，邻接矩阵谱的特征值用 iλ 表示，无

符号拉普拉斯矩阵的谱的特征值用 iq 表示，谱半径是指其特征值绝对值集合的上确界。图的邻接矩阵的

特征值、谱、特征多项式简称图的特征值、谱、多项式。图 G 的线图 ( )line G 的顶点集为图 G 的边集，

两个顶点在线图中相邻当且仅当其对应的两条边在图 G 中是相邻的。用 r
nC 表示从 n 个不同的数中任取 r

个数的组合数； nC 代表 n 长圈。特别地，本文为简单起见直接用 V 代表图的顶点的个数，E 代表图的边

的个数。 

3. 超立方体的线图的性质 

根据 n 维超立方体 nQ 的结构，文献[5]得出其邻接矩阵具有如下明确的递推关系： 

引理 1 [5]：一般地，n 维超立方体 ( )1nQ n ≥ 的邻接矩阵为 ( ) ( )
( )

1

1

n
n

n

A Q I
A Q

I A Q
−

−

 
=   
 

，这里 I 为 12n−

阶单位矩阵。 
引理 2 [6]：二部图的无符号拉普拉斯矩阵的特征多项式等于其拉普拉斯矩阵的特征多项式，即

( ) ( )L x Q x=图部 二部图二 。 
引理 3 [7]：n 维超立方体 ( )1nQ n ≥ 是二部图。 
由引理 2 和引理 3 可知，n 维超立方体的拉普拉斯矩阵的特征多项式和无符号拉普拉斯矩阵的特征

多项式相同，故有如下结论： 
定理 1：设 n 维超立方体 ( )1nQ n ≥ 的拉普拉斯矩阵为 ( )nL Q ，无符号拉普拉斯矩阵为 ( )nQ Q ，则

( ) ( )n nL Q Q Q= ，即 ( )nL Q 与 ( )nQ Q 有相同的谱。 
殷剑宏等人利用超立方体的邻接矩阵的递推关系给出了如下超立方体的拉普拉斯谱： 
引理 4 [8]：设 n 维超立方体 ( )1nQ n ≥ 的拉普拉斯矩阵为 ( ) ( ) ( )n n nL Q D Q A Q= − ，则 nQ 的拉普拉斯 

谱为 ( ) 0 1 2

0 2 4 2
n n

n n n n

n
SpecL Q

C C C C
 

=  
 





，其中 2t  ( 0,1, 2, ,t n=  )为 ( )nL Q 的 1n + 个不同的特征根，且 

其重数为二项式系数 t
nC 。 

由超立方体的定义易知，超立方体的顶点数和边数分别为： ( ) 2n
nV Q = ， ( ) 12n

nE Q n−= × 。而超立 

方体是一个正则度为 k n= 的正则图，其边数也可以表示为 ( ) 2
2

n

n
kE Q ×

= ，其中 k 是超立方体的正则度。 

由线图的定义可知，超立方体的线图也是正则度为 ( )2 1lk n= − 的正则图，且超立方体的线图的点数和边

数分别为 ( )( ) 12n
ke Q nV lin −= × ， ( )( ) ( )( )11 2k

nnE line Q n−= − × 。
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令 M 是图 G 的关联矩阵，则 TQ MM=  [7]，且 ( )( ) T2A line G I M M+ =  [6]。而 TMM 和 TM M 有相

同的非零特征值，所以直接可以得到如下结论：
 

引理 5 [8]： ( ),X G x 表示关于连通图 G 的 X 矩阵的特征多项式，变量为 x， E V≥ ，则： 

( )( ) ( ) ( ), 2 , 2E VxA line G x Q G x−= + + . 

定理 2： ( )( ) 0 1 2

2 0 2 2 2 2
n n

n n n n

n
SpecA line Q

C C C C E V
− − − 

 −
=







，其中 ( ) 2n
nV V Q= = ， 

( ) 12n
nE E Q n−= = × 。 

证明：由引理 5 可知 ( )( ) ( ) ( ), 2 , 2E VxA line G x Q G x−= + + ，若 G 的 Q-特征值为： 1 2 nq q q≥ ≥ ≥ ，

则 1 22, 2, , 2nq q q− − − ， E V− 个 ( )2− 是图 G 的线图 ( )line G 的邻接特征值。由定理 1 可知， 

( ) 0 1 2

0 2 4 2
n n

n n n n

n
SpecQ Q

C C C C
 

=  
 





，且根据 ( ) 2n
nV Q = ， ( ) 12n

nE Q n−= × 可以得到该结论。 

例 1：实验验证 ( )3line Q 的谱符合定理 2。 
解：如图 1 所示，可以得出超立方体的线图的邻接矩阵如下： 
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Figure 1. The solid line is the plane graph 
of 3Q  and the dotted line is the line graph 

of 3Q  ( )3line Q     

图 1. 实线为 3Q 的平面图，虚线为 3Q 的线

图 ( )3line Q  
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经 Matlab 计算得 ( )( )3

2 0 2 4
=

5 3 3 1
SpecA line Q

− 
 
 

。而根据定理 2 的结论可得： 

( )( )3 0 1 2 3
3 3 3 3

2 0 2 4 2 2 0 2 4 2 2 0 2 4
12 8 1 3 3 1 4 5 3 3 1

SpecA line Q
C C C C
− − − − −     

= = =     −     
 

定理 3：超立方体线图 ( )nline Q 的邻接矩阵的特征多项式为： 

( )( ) ( ) [ ] [ ] ( ) [ ] ( )0 1 2 12 2, 2 2 2 2 2
n n

n nn nC CC C n
nA line Q x x x x x n x

− −= − − − − − +       。 

证明：根据定理 2 及矩阵特征多项式的定义可得： 

( )( ) ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]

( ) [ ] [ ] ( ) [ ] ( )

0 1 2 1

0 1 2 1

2 2

2 2

, 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

n n n
n nn n
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= − − − − − +      

= − − − − − +      





 

显然，定理 3 利用超立方体的线图的谱给出的邻接矩阵的特征多项式的表达式比文献[1]给出的超立

方体的线图的邻接矩阵的特征多项式的表达式要更为简洁。 
袁西英等人根据图 G 的最大度 ( )G∆ ，给出了图 G 的谱半径的上、下界： 
引理 6 [9]：对任意一个简单图 G，我们有 ( ) ( ) ( )G G Gρ∆ ≤ ≤ ∆ 。 
因为在超立方体的线图中， ( )( ) 2 2n lline Q k n∆ = = − ， ( )( ) 2 2line G nρ = − 。显然超立方体的线图的

谱半径是达到其上界的一类极图。 

引理 7 [1]：若 G 为 k 度正则图，其谱为： ( ) 1 2 1

1 2 11
s

s

k
SpecA G

x x x
λ λ λ −

−

 
=  
 





， *s N∈ 。则其生成树

的个数为： ( )
( )

( )
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1

1 i
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i
i

xG
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G

λ
−

=

= −∏ 。 

定理 4： ( )nline Q 是度为 lk 正则图，其谱为： 

( )( ) ( )
0 1 2 1

2 1 2 0 2 2 4 2
1

l
n n
n n n n n

n
k n n

SpecA
C C C C C

line Q
E V−

 = − − − − 
=  = − 





，则其生成树的个数为：
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证明：由引理 7 可知， 
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2
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例 2：验证 ( )2G line Q= 符合定理 4 的结论。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 21 1 2

2
1

2 2 2 2

0

2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22
1 1 4

n ni
n

n
C C C

n
i

nt n i n
n

G
−−−

− −

=

×

− − × × −= × = × ×× ××
×

=∏ ，由生成树 

的定义，易知 ( )line G 的生成树的个数为 4。 
引理 8 [10]：设简单图 G 的特征多项式为 

( ) 1 2
1 2, V V V V V

VA G x x c x c x c x− − −= + + + + 。 
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则(1) 1 0c = ；(2) 2c E= − ；(3) 3c− 为 G 中三角形的个数的两倍，其中 V 代表图 G 的顶点数。 
显然二部图不含奇圈，而我们知道超立方体是二部图，但是其线图不一定是二部图。由引理 8 可知，

根据超立方体的线图的特征多项式中的系数 3c− 可以来判断超立方体的线图是否是二部图。如果 1n = ， 1Q
为一个点，不讨论是否为二部图。如果 2n = ， ( )( ) ( ) [ ] ( )

1
2 2

2 , 2 2CA line Q x x x x x= − − = +   ，其 3 0c− = 无

三角形，且根据定义知 ( )2 4line Q C= 自然为二部图。 
定理 5：超立方体的线图 ( ) , 3, 4nline Q n = 不是二部图。 
证明：由定理 3 可知 ( )( ) ( ) [ ] [ ] ( ) [ ] ( )0 1 2 12 2, 2 2 2 2 2

n n
n nn nC CC C n

nA line Q x x x x x n x
− −= − − − − − +       。 

如果 3n = ； 

( )( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )( )
1 2 3 2
3 3 3 2 3 4

12 10 9 8 7 6 5 4

3
3

3

, 2 2 4 2 2 2 4 2

24 16 192 192 640 768 768 1024

C C C

x x x x x x x

A line Q x x x x x x x x x

x

x

x

x= − − − − + = + − − + 
− − + + − − += +

  

只需看 3 12 3 9Vx x x− −= = 的系数， 3 16c− = ，即有 8 个三角形，如图 1 中虚线所示，可以看出包含每个

顶点 1 2 8, , ,v v v 都有 1 个三角形，共 8 个三角形，根据二部图无奇圈得知 3Q 非二部图。
 

如果 4n = ； 

( )( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0 1 2 3 4 4 1
4 4 4 4 4 2 4 2

4

32 30

6 4 16

29 8 5 4

4

2

, 2 2 4 6 2

2 2 4

96 128 3936 55834574848 1

6 2

2884901888

C C C C CA line Q x x

x x x x x

x x x x x

x x x

x

x x x

− × −

= − −

= − − − − − +  

= + − − − +

+ − −+ +

 

对于连通图 G，只需看 3 32 3 29Vx x x− −= = 的系数， 3 128c− = ，即有 64 个三角形。故其也不是二部图。 
定理 5 的方法，虽然思想简单，但是当 n 很大，难以判断。对于比较大的 n，可以根据下面的二部

图的邻接特征值的性质来判断 ( )nline Q 是否是二部图。 
引理 9 [8]：1) 一个图 G 是二部图当且仅当对于 G 的每个特征值 λ ，则 λ− 也是一个特征值且其重数

是一样的，即图 G 的谱是对称的。 
2) 一个连通图 G 是二部图， ρ 为其最大特征值当且仅当 ρ− 也是 G 一个特征值。 
定理 6：超立方体的线图 ( )nline Q ， 3n ≥ 不是二部图。 

证明：根据上述引理 9(1)可以发现 ( )2line Q 是二部图，这是因为 ( )( )2

2 0 2
1 2 1

SpecA line Q
− 

=  
 

是对

称的。但是 ( ) ( )3 4, ,line Q line Q 以及 ( )nline Q ，根据 ( )( ) 0 1 2

2 0 2 2 2 2
n n

n n n n

n
specA line Q

C C C C E V
− − − 

 −
=







， 

它们的谱都不是对称的，故结论成立。 
这个问题如果直接用图论的方法判断很难，可见本篇文章所求的超立方体的线图的谱形式的优越性

和图谱理论的妙处。 
定理 7：∆为 G 的特征值⇔ G 为正则图，若∆为 G 的特征值，则重数 ( ) 1x ∆ = 。 
证明：显然 G 为正则图⇔ AE E= ∆ ⇔ ∆为 G 的特征值。 

例如 ( )2A Q 为正则图，有

0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1

2
1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1

    
    
    =
    
    
    

。而从中可以看出其对应的特征向量只可能为 1 VE × ， 

( ) 1x∴ ∆ = 。该定理虽然在文献[7]未明确给出，但在其叙述中可以体现此证明思想。通过超立方体的线

图也可以验证该结论，因为我们总有 2 2lk n∆ = = − 对应的重数为 1n
nC = 。 
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