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摘  要 

本文主要用行波法来求解一类带有导数项非线性薛定谔方程的行波解。首先通过引入行波变换

( ) ( ) ( )( ), ei btu x t −= ψ ξφ ξ ，将非线性的偏微分方程化为常微分方程组，进一步得到哈密尔顿系统，通过讨

论一元三次方程根的情况对其表达式进行化简。然后借助软件求解方程，得到原方程行波解的函数解析

式并结合图像，较为清晰地展现其波形。 
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Abstract 
This paper mainly uses the traveling wave method to solve a nonlinear Schrodinger equation with 
derivative term for its travelling wave solutions. Firstly, one introduces a travelling wave trans-
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formation ( ) ( ) ( )( ), ei btu x t −= ψ ξφ ξ  to transform the nonlinear Schrodinger equation into the ordi-
nary differential equations; the Hamilton system is further obtained. In the process of getting the 
travelling wave solutions, the roots of simple Cubic Equations are discussed to simplify a Cubic 
expression. Then, one obtains some analytical solutions. Lastly, one presents clearly the travelling 
wave from the graphs of the solutions. 
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1. 引言 

偏微分方程[1]的兴起已有两百多年的历史了，其最初的研究大部分直接来源于几何和物理中的问题，

而到现在已经发展为一个独立的数学分支，其所涵括的内容复杂，求解方法多样。近几十年来，学界对

该领域的研究工作，特别是对非线性方程的理论、应用及其计算方法的研究，活跃度颇高。本文考虑的

是一类带有导数项非线性薛定谔方程。薛定谔方程(Schrödinger equation)又称薛定谔波动方程(Schrodinger 
wave equation)，是由奥地利物理学家薛定谔提出的量子力学中的一个基本方程，也是量子力学的一个基

本假定。这也是一个起源于物理的方程，对于不同的薛定谔方程，不少学者已探究出自己的一套解法，

例如：Darboux 变换法[2]，tanh 函数法[3]，F 展开法[4]，齐次平衡法[5]等。李继彬等人在文中[6]详述了

用行波法中的动力系统方法求解偏微分方程，提供了很多的经典论述。 
本文借鉴其方法思路求一类带有导数项的非线性薛定谔方程的行波解。所研究的方程为 

( )2 4 2
3 5 2 0t xx

x
iu u c u u c u u is u u+ + + − =  

首先引入行波变换，将方程简化为常微分方程组，进一步获得满足守恒律的哈密尔顿体系，再借助

一元三次方程根的情况，得到方程的行波解。 

2. 方程的行波变换 

对于方程 

( )2 4 2
3 5 2 0t xx

x
iu u c u u c u u is u u+ + + − =                         (1) 

其中 ,x t 为实变量， ( ),u u x t= 为未知复函数， 3 5 2, ,c c s 为实常数。 
首先，引入行波变换， ( ) ( ) ( )( ), ei btu x t ψ ξφ ξ −= 其中 x atξ = − ，为实参数，则方程(1)可化为： 

( )( ) ( )22 3 5 3
2 3 5 22 3 0i a s a b c c sφ φ ψ φψ φ φ φ ψ φ φ ψ φ φ φ ψ φ′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′− + + − + + + − + + + = . 

从而 ,φ ψ 满足以下方程 

( )
( )

2
2

2 3 5 3
3 5 2

2 3 0 (2)

0 (3)

a s

a b c c s

φ φ ψ φψ φ φ

φ ψ φ φ ψ φ φ φ ψ φ

 ′ ′ ′ ′′ ′− + + − =

′′ ′ ′ ′+ + − + + + =
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(2)式两边同乘以φ ，并对ξ 积分，取积分常数为零，有 

2
2

3
4 2

asψ φ′ = +                                        (4) 

再次对ξ 积分，得 

2
20

3 d
2 4
a s z

ξ
ψ ξ φ = +  

 ∫                                    (5) 

那么只要我们能求出φ 的表达式，ψ 的表达式由此便可得。将(4)式代入(3)式，得 

2
3 2 5

3 2 5 2
1 3 0

4 2 16
a b c as c sφ φ φ φ

     ′′ + + + + + + =     
    

                      (6) 

考虑到系数比较复杂，我们考虑较为直观较易求解的形式，取 3 5 22, 3, 4c c s= = = ，由此(6)变形为 

3 52 4 6 0φ αφ βφ φ′′ + + + =                                  (7) 

其中 ( )
21 1, 1

2 4 2
a b aα β

 
= + = + 

 
。令

d
d

yφ
ξ
= ，则由(7)式有

3 5d 2 4 6
d

y αφ βφ φ
ξ
= − − − 。 

故哈密尔顿系统为： ( ) 2 6 4 21,
2

H y y hφ φ βφ αφ= + + + = ，移项并整理有： ( )2 2 4 62y h αφ βφ φ= − − − ，

考虑y为正，则有 ( )2 4 62y h αφ βφ φ= − − − ，即 ( )2 4 6d 2
d

hφ αφ βφ φ
ξ
= − − − ，分离变量[7]并积分有， 

2

0 0

=

2 4 6 2 3

1 1 12 d d
2h h

θ φφ θ

φ θ
ξ φ θ

θαφ βφ φ αθ βθ θ
= = ⋅

− − − − − −
∫ ∫

令

             (8) 

记 ( ) 2 3f hθ αθ βθ θ= − − − ，这里只考虑φ θ= 。要想求解(8)式右边积分，需对 ( )f θ 进行处理，将其化

为几个低次幂项的乘积，下面将根据一元三次方程根的情况对 ( )f θ 进行分解。 

3. 方程的行波解 

对于函数 ( ) 2 3f hθ αθ βθ θ= − − − ，令 ( ) 0f θ = 能得到 

3 2 0hθ βθ αθ+ + − =                                (9) 

作变换
3

x βθ = − ，便将方程(9)化为： 3 3 2 0x px q+ + = ，其中
2 3

,
9 3 27 6 2

hp qβ α β βα
= − + = − − 。下面根据

一元三次方程根[8] [9]的分类讨论结果表示方程行波解的解析形式。 

3.1. 2 3 0q p+ = 且 0q =  

此时方程(9)有三重实根 1,2,3 3
Bβθ = − −� ，在这种情况下 

( ) ( )32 3f h Bθ αθ βθ θ θ= − − − = − + , 0θ > . 

则有
( ) ( )0 2

12 2 d
B B

θ

θ
ξ θ

θ θ θ
=

⋅ + − −
∫ ，积分可得： ( ) ( )

3 2

2 2

2 , 0
2 1

B B
B

ξφ ξ
ξ

= − <
+

。 
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又由(5)式，则 ( ) ( )3 23 arctan 2
2 2
a B Bψ ξ ξ ξ = − + 

 
。从而 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( )3 223 3 arctan 2
2 2

22

2
, e e

2 1

ai B x at B x at bt
i bt B x at

u x t
B x at

ψ ξφ ξ
  − − + − −   −   

−
= = −

− +
。图像如图1所示。 

 

   

(a)                                    (b)                                  (c) 

Figure 1. (a) Image of ( ),x tφ ; (b) Image of ( )( )real ,u x t ; (c) Image of 
1,
7

u x 
 
 

 

图1. 
77, , 1
2

a b B= − = − = − 。(a) ( ),x tφ 的图像；(b) ( )( )real ,u x t 的图像；(c) 
1,
7

u x 
 
 

的图像 

3.2. 2 3 0q p+ = 而 0q ≠  

在这种情况下方程(8)有三个实根，包含一对重根，即： 1,2 3
p Aβθ = − − � (考虑 0q > 的情形)，

3
2

3
q B
p

βθ = − � ，则在这种情况下可以得到 ( ) ( ) ( )2f A Bθ θ θ= − ⋅ − , 0θ > 。 

则有
( ) ( )0 2

12 2 d
A B

θ

θ
ξ θ

θ θ θ
=

⋅ − ⋅ −
∫ ，积分有： 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

4 2
2 2 2 2 2

2 2 4
2 2 2 2 2 2 2

e 2 e

4 e 2 e e

A AB A AB

A AB A AB A AB

A B B

A B B

ξ ξ

ξ ξ ξ
φ ξ

± − + ± − +

± − + ± − + ± − +

 
+ + 

 =
+ − +

. 

又由(5)式，可以得到： 

( )

( )
( )

( )

2

2

2
2 2

2
2 2

2 2 2

2 e 4 213 arctan
4

3 ln e

2 2 2 2 2

A AB

A AB

A B
A B A

A AB Aa

A AB A AB A AB

ξ

ξ

ψ ξ ξ

± − +

± − +

 
+ − 

−  
 − + 
 = + +

− + − + − +

 

从而可求得 ( ),u x t ，其图像如图2所示。 
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(a)                                    (b)                                  (c) 

Figure 2. 
9713, , 4
4

a b h= − = − = . (a) Image of ( ),x tφ ; (b) Image of ( )( )real ,u x t ; (c) Image of 
1,

13
u x 
 
 

 

图2. 
9713, , 4
4

a b h= − = − = 。(a) ( ),x tφ 的图像；(b) ( )( )real ,u x t 的图像；(c) 
1,

13
u x 
 
 

的图像 

3.3. 2 3 0q p+ <  (必有 0p < )且 0q =  

此时方程(9)有三个互异实根， 1 2 3, 3 , 3
3 3 3

A p B p Cβ β βθ θ θ= − = − − = − − −� � � ，则 

( ) ( ) ( ) ( )f A B Cθ θ θ θ= − ⋅ − ⋅ − , 0θ > 。 

从而 ( ) ( ) ( )0

12 2 d
A B C

θ

θ
ξ θ

θ θ θ θ
=

⋅ − ⋅ − ⋅ −
∫ ，积分得 

( )

( )
( )

( )
( )

2

2

2 2 ,

2 2 ,

C B A
sn AB BC AC

B A C

C B A
sn AB BC A A C

B A C

ξ

φ ξ

ξ

 − +
 − +
 − =

 − +
 − + − +
 − 

. 

其中， ( ),sn sn z k= 为雅可比椭圆函数的一类，它是第一类椭圆积分的反函数。 
又由(5)式，但因为φ 的表达式太过复杂，ψ 很难以函数表达出来。为此这里采用取特殊值的方法来探究

这个函数的形式，观察其函数表达式，令
21723, , 28

4
a b h= = − = ，则 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 20

7 6 ,2 2 84 6 ,2 2232 , d
24 6 ,2 2 3 4 6 ,2 2 3

sn sn
z

sn sn

ξξ ξ
φ ψ ξ

ξ ξ
= = +

− − − −
∫ ，从而 

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )2

6 13 6 13
4 2

6 13 6 13 13 241 3 2 3 6arctan e 2 ln e
2 4 2 6 2

2 4
6 13 6 13

e 8 e 16
,

4 e e 16

x t x tx t x t i x t

x t x t
u x t e

+ +
   + +       − − + − +            

+ +

+ +
=

− + +
。 这 里 给 出 函 数

( ),x tφ 的图像，如图3所示。 
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Figure 3. Image of ( ),x tφ  

图3. ( ),x tφ 的图像 

4. 结论 

本文采用行波法中的动力系统方法求解一类导数非线性薛定谔方程，在求解过程中涉及一元三次方

程的求解，借助软件，求出了该类方程的解的表达式，结合图像，展现出解的结构。由此也得见，用动

力系统方法求解偏微分方程是很有效的。 
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