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摘  要 

本文构建了一类带有时滞效应的修正的Leslie-Gower捕食者–食饵模型，旨在研究时滞效应对捕食者–

食饵模型动力学性质的影响。运用时滞微分方程理论，分析了模型中由时滞导致的Hopf分岔的存在性。

借助于中心流形定理和规范型理论进一步推导Hopf分岔的方向以及周期解的稳定性。此外，数值模拟揭

示了种群的密度与平衡点的稳定性对Allee效应、食饵避难以及时滞的变化具有一定的敏感性。 
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Abstract 
This paper constructs a modified Leslie-Gower predator-prey model with Allee effect and prey re-
fuge. The aim of this paper is to study the effect of time delay on the population dynamics. By using 
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delay differential equation theory, we demonstrate the existence of Hopf bifurcation which is in-
duced by time delay. According to center manifold theorem and normal form theory, the direction 
of Hopf bifurcation and stability of periodic solution are discussed. Additionally, numerical simu-
lations reveal that the population density and the stability of positive equilibrium are sensitive for 
variations of time delay, Allee effect and prey refuge. 
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1. 引言 

由于捕食现象在自然界中的重要性和普遍存在性，捕食者和食饵种群之间的动力学性质一直是生物

数学领域研究的重要课题之一。在过去的几十年里，捕食者–食饵模型被广泛的研究并得到了许多有趣

的结果[1] [2] [3] [4]。例如 Leslie [5]和 Gower [6]建立了如下经典的 Leslie-Gower 捕食模型： 

( )1 1 1

2
2

d
d
d
d

u u r a u c v
t

c vv v r
t u

 = − −
   = −   

                                 (1.1) 

其中， 2c v
u

为 Leslie-Gower 项。众多学者对模型(1.1)做了改进和研究[7] [8] [9]，如 Aziz-Alaoui 和 Okiye 

考虑到捕食者在其偏好食饵种群缺乏的区域会转向其他食饵种群，从而提出了修正的 Leslie-Gower 捕食

者–食饵模型[10]。该模型使得经典的 Leslie-Gower 模型的局限性得到修正，从而吸引了众多研究者的关

注[11] [12] [13]。基于修正的 Leslie-Gower 模型，许多不同的因素如脉冲、扩散、随机等被引入模型中进

行研究得到了大量的研究成果[14] [15] [16] [17]。特别地，Ningjin 等人[18]将时滞因素引入修正的

Leslie-Gower 捕食者–食饵模型中，通过分析平衡点的全局渐近稳定性，发现时滞会导致正平衡点失稳。 
事实上，时滞在种群的动力学研究中非常常见。在自然界中，生物种群对于某些环境的变化或者种

群之间的相互作用无法做出即时的反应，如从捕食者捕获食饵到转化为自身的能量需要一定的时间即消

化时滞、从幼体的孕育到出生过程存在妊娠周期即妊娠时滞。为了刻画过去的状态对捕食者–食饵种群

的影响，人们在捕食者–食饵模型中引入时滞项。1948 年，Wright 首次提出时滞的概念并将时滞引入模

型中[19]，直到 1973 年 May 将时滞项纳入捕食者–食饵模型中研究，结果表明时滞会改变系统的稳定性

[20]。此后，对于时滞的研究吸引了众多学者的兴趣。Yafia 等人[21]在带有时滞的修正的 Leslie-Gower
模型中，证明了极限环的存在性。Celik 等人[22]证明了由时滞导致的 Hopf 分岔，并进一步推导了分岔的

方向与周期解的稳定性。Shu 等人[23]研究了由时滞导致的稳定性转换、多重失稳与混沌现象。这些研究

成果表明时滞效应在种群动力学研究中不容忽视，带有时滞因素的模型动力学性质也更加复杂。 
此外，现实生态系统中还存在许多影响捕食者和食饵种群互作关系的因素如 Allee 效应与食饵避难等。

大量的研究表明 Allee 效应能够丰富模型的动力学性质[24] [25] [26] [27]；食饵种群的避难行为会影响系

统的稳定性与种群密度的变化[28] [29] [30]。然而，目前综合考虑 Allee 效应、食饵避难与时滞因素的研
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究工作较少。因此，为了研究这些不同因素对捕食者–食饵模型动力学性质的重要影响，本文建立了如

下带有时滞的修正的 Leslie-Gower 模型： 

( )

( )
( ) ( )

1 1 1

2
2

d 1
d

d
d 1

u hu r a u c m v
t b u

c v tv v r
t m u t k

τ
τ

  = − − − −  + 
  − = −   − − + 

                         (1.2) 

这里，τ 为考虑捕食者种群妊娠期的时滞，u 和 v 分别表示食饵和捕食者种群的密度， 1r 为食饵种群

的内禀增长率， 2r 为捕食者种群的内禀增长率， 1a 表示食饵种群内部的竞争引起的内禀增长率的减少，h
和 b 为 Allee 效应常数， 1c 表示捕食者对食饵的捕食率，m 代表食饵避难率并且 ( )0,1m∈ ，k 表示环境为捕食 

者种群所提供的保护。
hu

b u+
为加性 Allee 效应，

( )
2

1
c v
m u k− +

是考虑了食饵避难效应的修正的 Leslie-Gower 

项。 
本文主要内容组织如下：第二部分为模型的动力学性质分析主要包括正平衡点的存在性与稳定性、

Hopf 分岔分析以及分岔的方向与周期解的稳定性；第三部分为数值模拟主要包括时序图、相图以及敏感

性分析；第四部分为本文的主要结论。 

2. 动力学性质 

2.1. 正平衡点的存在性与稳定性 

为了讨论时滞效应对模型(1.2)动力学性质的影响，我们首先分析模型(1.2)所对应的正平衡点的存在

性与稳定性。 
令 

( )2
1 2 1 21A a c c m r= − − −  

( )1 2 2 1 2 ,1D br c hc bc k m r= − − −  

( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1 21 1 .B r c ba c bc m r c k m r= − − − − −  

并给出如下条件： 
22 1 2 1 2

1
1 2

: , 0, 4 0.
hc c kr r cH m B B AD

kc r
+ −

< > ∆ = − >  

经过计算可知，当条件𝐻𝐻1成立时，模型(1.2)存在两个正平衡点 ( )4 4 4,E u v= 和 ( )5 5 5,E u v= 。其中， 

( )( )2
2 4

4 4
2

14 ,
2

r m u kB B ADu v
A c

− +− + −
= =  

( )( )2
2 5

5 4
2

14 ,
2

r m u kB B ADu v
A c

− +− − −
= =

 
下面讨论正平衡点 4 5,E E 的局部渐近稳定性。容易算得模型(1.2)在平衡点 4 5,E E 处的雅可比矩阵： 

( )
( )

( )

1 12

2
2

2
2

1
, 4,5

1
i

i i
i

E

hu a c m u
b uJ i
r m

r
c

  
  − − −

  + = = 
 −

− 
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显然， 

( )
( ) 1 22 ,

iE i
i

htr J u a r
b u

 
 = − −
 + 

                          (2.1.1) 

( )
( )

( )( )( )( )222
1 2 1 2 22

2

1 .
i

i
E i

i

u r
det J a c c m r b u hc

c b u
= + − + −

+
              (2.1.2) 

令 

( ) ( )( )( )( )22
1 2 1 2 21 ,iG u a c c m r b u hc= + − + −  

计算可知， ( ) 0G u = 存在一个正根 

2
1

2 4
.

2
bA hc A

P
A

+ −
=

−
 

由于 ( ) ( )4 1 0G u G P< = ，因此可以得到 ( )4
0Edet J < ，即 4E 恒为不稳定平衡点。类似地，我们可以得

出 ( )5
0Edet J > 。即 5E 的局部渐近稳定性取决于 ( )iEtr J 的正负。将方程(2.1.1)整理为如下形式 

( )
( )

( )
5

2
1 2 22 3

5

1 4 ,
8

Etr J L L E bA hc A
b u A

−  = − − +  +
 

其中， 

( )( ) ( ) ( )22
1 2 2 1 2 1 2 2 14 2 12 4 ,L h A E bA r c ba c AEa c E bA Ar a E = + + + − + − −   

( )( )2
2 1 2 1 24 4 4 ,L h A Aa c E bA a E Ar = − + + − −   

( )1 2 1 21 .E r c c k m r= − −  

由 0A < 可知 ( )5Etr J 的符号与函数 ( )2
1 2 24L L E bA hc A− − + 一致。 

经过计算，存在正根 1 2,h h 使得 ( ) ( )1 1 2 20, 0L h L h= = ，其中， 

( ) ( )
( )( )

2
2 1

1 2
2 2 1 2 1 2

4
,

4 2 12
E bA Ar a E

h
A E bA r c ba c AEa a

− − −
=

+ + + −
 

( )( )1 2
2 2

1 2

4
.

4 4
E bA a E Ar

h
A Aa c

− − −
=

− +
 

根据 1h 与 2h 的大小，我们分为下面两种情况来讨论。 
1) 2 1h h>  
在此条件下，当 2h h> ，可以推出 1 20, 0L L> < ，进而得出 ( )5

0Etr J > ，即平衡点 5E 不稳定；当 1h h< ，

可以推出 1 20, 0L L< > ，进而得出 ( )5
0Etr J < ，即平衡点 5E 局部渐近稳定；当 1 2h h h< < 时， ( )5Etr J 的

符号与函数 ( )( )22 2
1 2 24L L E bA hc A− − + 保持一致。 

经计算， 

( )( ) ( )( )222 2 2 2
1 2 2 2 1 2 1 24 4 4 4 ,L L E bA hc A h Ac Aa c A hM M− − + = − − + +  

其中， 

( )( ) ( )3 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

164 3 4 ,
4

M A a b r Ea Ar c bA a b r EA a b r E a c A Eb
   = − − + + − + + +   
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6 3 5 2 4 2 4 2 3 3
2 2 2 2 2 164 64 128 128 64 .M A b r A Eb r A E br A E br A E a b= − − + −  

令 

( )22 2
1 1 2 2 1 216 4 4 .M M Ac Aa c A−∆ = +  

容易看出 2 0M > ，那么当 1 10, 0M ∆< > 时，存在 3 4,h h 使得 ( )( )22 2
1 2 24L L E bA hc A− − + 有两个零点分

别为 

( ) ( )
1 1 1 1

3 42 22 2
2 1 2 2 1 2

, .
8 4 4 8 4 4

M M
h h

Ac Aa c A Ac Aa c A

− − − +
= =
−

∆

− −

∆

−
 

因此，当 1 1 3 40, 0,M h h h< > < <∆ 时， ( )( )22 2
1 2 24 0L L E bA hc A− − + < 。也即平衡点 5E 局部渐近稳定。 

2) 2 1h h<  
类似地，我们可以得出当 1h h> ，有 ( )5

0Etr J > ；当 20 h h< < ，有 ( )5
0Etr J < ；当 2 1h h h< < 时，则

( )5Etr J 的符号与函数 ( )( )22 2
1 2 24L L E bA hc A− − + 相反。 

根据(1)中的分析可知，当下列条件(i)、(ii)、(iii)中任一条满足时，有 ( )( )22 2
1 2 24 0L L E bA hc A− − + > ，

即平衡点 5E 局部渐近稳定。 
i) 1 0M > ；ii) 1 10, 0M ∆< < ；iii) ( ) ( )1 1 3 40, 0, 0, ,M h h h< > ∈ ∞∆ +∪  
因此。得到定理 2.1，如下： 
定理 2.1 当条件 1H 成立时，模型(2-1)存在两个正平衡点 4E 和 5E ，并且 4E 恒为不稳定的平衡点。平

衡点 5E 是局部渐近稳定当且仅当下列条件中的任意一条满足， 
a) 2 1 1,0h h h h> < < ，(b) 2 1 1 2 1 1 3 4, , 0, 0,h h h h h M h h h> < < < > < <∆ ， 
c) 2 1 2,0h h h h< < < ，(d) 2 1 1 2 1, 0,h h M h h h< > < < ， 
e) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 3 4, 0, , 0, 0, ,h h M h h h h h h< < < < > ∞∆ ∈ +∪ ， 
f) 2 1 1 2 1 1, 0, , 0h h M h h h< < ∆< < < 。 

2.2. Hopf 分岔 

本小节主要研究模型(1.2)中 Hopf 分岔的存在性。 
首先将平衡点 5E 平移至原点，令 

( ) ( )
( ) ( )

5

5

x t u t u

y t v t v

= −


= −
 

将模型(1.2)化为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12

21 22 23

d
d

d
d

x t
a x t a y t

t
y t

a x t a y t a y t
t

τ τ


= +


 = − + − +

                        (2.2.1) 

其中， 

( )
( )11 5 1 12 1 52

5

, 1 ,ha u a a c m u
b u

 
 = − = − −
 + 

 

( )2
2

21 22 2 23
2

1
, , 0.

r m
a a r a

c
−

= = − =  
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模型(2.2.1)对应的雅可比矩阵如下 

11 12

21 22e e
a a

a aλτ λτ− −

 
 
 

 

则特征方程为 

( ) ( )2
11 22 11 22 12 21e e 0.a a a a a aλτ λτλ λ− −− + + − =                    (2.2.2) 

显然，当 0τ = 时，如果定理 3.1 中条件(a)~(f)中任一条满足，则方程(2.2.2)的所有根都具有负实部。

当 0τ > 时，设存在一对纯虚根 ( )( )0iλ ω τ ω= ± > ，将其带入方程(2.2.2)并分离实虚部可得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
22 11 22 12 21

11 22 11 22 12 21

sin cos 0

cos sin 0

a a a a a

a a a a a a

ω τ ω τ ωτ ωτ

ω τ ω τ ωτ ωτ

− + + − =

− − + − =

               (2.2.3) 

经过化简得到： 

( ) ( ) ( ) ( )24 2 2 2
11 22 11 22 12 21 0.a a a a a aω τ ω τ+ − − − =                  (2.2.4) 

不难看出，方程(2.2.4)存在唯一的一个正根 

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2

22 11 22 11 11 22 12 21
0

4

2

a a a a a a a a
ω

− + − + −
= . 

利用方程(2.2.3)可以求出： 

( )

2
0 21 12

0 22 2
22 0 11 22 12 21

cos ,
a a

a a a a a
ω

ω τ
ω

−
=

+ −
 

进一步得到， 

( )

2
0 21 12

22 2
0 022 0 11 22 12 21

1 2arccos , 0,1,2, .j
a a j j

a a a a a
ω

τ
ω ωω

− π
= + =

+ −
�  

显然， { }0 min , 0,1,2,j jτ τ= = � 。下面证明 Hopf 分岔的横截性条件成立。 
对方程(2.2.2)两边关于时滞参数τ 求导： 

( ) ( )

1
11 22

22
11 22 12 21 2211

2d .
d

a a
a a a a aa

λλ τ
τ λ λ λλ λ λ

−  −   = − −   − −−   
 

将 0τ τ= 代入上述方程
1d

d
λ
τ

−
 
 
 

中，通过分离实部与虚部可得 

( ) ( )
( ) ( )( )0

2 21 2 2 2 4
11 11 22 12 21 0 11 22 12 21 22 0

22 2 4 2 2
11 0 0 11 22 12 21 22 0

2d 0.
d

a a a a a a a a a a
Re

a a a a a aτ τ

ω ωλ
τ ω ω ω

−

=

− + − +  = > 
  + − +

 

易知
( )( )

00

1d d
d d

Re
sign sign Re

τ ττ τ

λ λ
τ τ

−

==

       =    
      

，即横截性条件满足。 

若条件 1H 成立，当定理 2.1 的条件(a)~(f)中任一条满足时，有如下定理： 
定理 2.2 当 0τ τ< 时，正平衡点 5E 是局部渐近稳定的；当 0τ τ= 时，模型(1.2)在 5E 处经历 Hopf 分岔；

当 0τ τ> 时，平衡点 5E 是不稳定的。 
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2.3. Hopf 分岔方向 

小节 2.2 证明了，当 0 1, ,, , 2j jτ τ= = �时，模型(1.2)在 5E 处经历了 Hopf 分岔。因此，本小节主要利

用中心流形定理与规范型理论来讨论 Hopf 分岔的方向以及相应周期解的稳定性。 
首先做下列变换， 

( ) ( ) ( ) ( )5 5, ,x t u t u y t v t vτ τ= − = −  

( ) ( ) ( ) [ ]T
0 , , , , 1,0 .tx y tτ τ δ φ φ θ φ θ θ= + = = + ∈ −  

将模型(1.2)化为 

( )
( )

( )
( )1 2

d
1d
1d

d

x
x t x tt B B f
y t y ty

t

τ

 
      − 
  = + +     −       
 

                        (2.3.1) 

这里， ( ) 111 12
1 2

21 22 2

0 0
, ,

0 0
fa a

B B f f
a a f

δ φ
    

= = = =    
     

。 

其中， 

( )
( )5

11 1 5 12 1 52
5

, 1 ,
hu

a a u a c m u
b u

= − + = − −
+

 

( )2
2

21 22 2
2

1
, .

r m
a a r

c
−

= = −  

( )
( ) ( ) ( ) ( )2

1 1 13
5

1 ,hbf a x t c m x t y t
b u

 
 = − − −
 + 

 

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 22

2
52 5

2 2

5 5

1 1
1 1

11

1
1 1 1 .

1 1

m r r m
f x t x t y t

m u kc m u k

r m cx t y t y t y t
m u k m u k

− −
= − − + −

− +− +

−
+ − − − −

− + − +

 

由 Riesz 表示定理，存在二阶矩阵 ( ) [ ], , 1,0η θ δ θ ∈ − ，使得 

( ) ( ) ( ) [ ]( )0 2
1
d , , 1,0 , .L C Rδ φ η θ δ φ θ φ

−
= ∈ −∫  

选取 

( ) ( ) ( )0 1 2, 1 .B Bη θ δ τ δ κ θ κ θ= + − +    

其中κ 是 Dirac-Delta 函数 

( )
0 0
1 0

θ
κ θ

θ
≠

=  =
 

对于 [ ]( )21,0 ,C Rθ ∈ − ，定义 

( ) ( )
( )

( ) ( )0

1

d
, 1 0

d

d , , 0
P

s s

φ θ
θ

θδ φ θ
η δ φ θ

−


− ≤ <

= 
 =∫
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( ) ( ) ( )
0 1 0

0
Q

f
θ

δ φ θ
δ φ θ

− ≤ <=  =
 

将方程(2.3.1)化为如下形式 

( ) ( )d
d t t
U P U Q U
t

δ δ= +                              (2.3.2) 

其中， 

( ) ( ) ( ) [ ]T, , , 1,0U x y U t U t θ θ= = + ∈ −  

对于 [ ] ( )( )*21,0 ,C Rψ ∈ − ，定义 

( )
( )

( ) ( )

*

0

1

d
, 0 1

d

d 0, , 0

s
s

sP s
s

ψ

ψ
η ς ψ ς

−


− < ≤

= 
 − =∫

 

并定义双线性内积： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1 0
, 0 0 d .s

θ

ς
ψ φ θ ψ φ ψ ς θ η θ φ ς

− =
= − −∫ ∫  

这里， ( ) ( ),0η θ η θ= 。由于 0 0iτ ω± 是 P 的特征值，故 0 0iτ ω± 也是 *P 的特征值。 
令 ( )0P 对应特征值 0 0iτ ω 的特征向量为 ( )q θ ， *P 对应特征值 0 0iτ ω− 的特征向量为 ( )*q s  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0T T*1, e , 1, e .i i sq q s Dω τ θ ω τθ α β= =  

根据 
( ) ( ) ( ) 0 00 .P q q iθ θ τ ω=  

可得 

( ) ( )0 0
0 1 2 e 0 0.ii I K K qω τω − − + =   

进一步有 

0 0 0 0

0 11 12

21 0 22

1 0
,

e e 0i i

i a a
a i aω τ ω τ

ω
ω α− −

− −     
=    − −     

 

和 
0 0

0 0

0 11 21

12 0 22

1 0e
.

0e

i

i

i a a
a i a

ω τ

ω τ

ω
βω

−

−

 +    
=     +     

 

从而计算出 

( ) 0 0
0 110 11

12 21

e
, .

ii ai a
a a

τ ωωω
α β

+−
= = −  

进而得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0

0* * *
1 0

0

1 0

2
2

0 2
2

, 0 0 d d

1 1
1 1 e d e d

1
1 e .

i i

i

q s q q q q q

D D

r m
D D r

c

θ

θ ω τ ς θ ω τ ς

τ ω

θ ς θ η θ ς ς

β β η θ ς
α α

β
αβ τ β α

−

− − −

−

−

= − −

   
= −   

   
 −

= + + −  
 

∫ ∫

∫ ∫  
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故取 

( )
0 0

12
2

0 2
2

1
1 e ,i r m

D r
c

τ ω β
αβ τ β α

−
  −

= + + −      
 

使得 

( ) ( ) ( ) ( )* *, 1, , 0.q s q q s qθ θ= =  

定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* , , , 2 ,t tz t q U W t U Re z t qθ θ θ= = −                       (2.3.3) 

其中， tU 表示方程(2.3.3)在 0δ = 时的解。 
在中心流形 0C 处有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 3

20 11 02 30, , ,
2 2 6
z z zW t W z z W W zz W Wθ θ θ θ θ θ= = + + + +�            (2.3.4) 

其中，z 和 z 表示 0C 在方向 *q 和 *q 上的局部坐标。 
当 0δ = 时，对于 0tU C∈ ，有下式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )

( ) ( )

* *
0 0

*

0 0

d
, , 0 , , 2

d
0 0 , ,0 2 0

, .

z t
q U t i z t q Q W z z Re z t q

t
q f W z z Re z t q

i z t g z z

ω τ θ θ θ

ω τ

= = + +

= +

+�

�

 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )*
0 1 2

2 2 2

20 11 02 21

, 0 0 , ,0 2 0

2 2 2

g z z q f W z z Re z t q D f f

z z z zg g zz g g

τ β= + = +

= + + + +�
            (2.3.5) 

由于 

( ) ( )T0 1, ,q α=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ) ( )

T
, 2 ,

, .
t t tU x y Re z t q W t

zq z q W t

θ θ θ θ θ

θ θ θ

= = +

= + +
 

可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 1
20 11 020 0 0 ,

2 2
z zx t z z W W zz W= + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2
20 11 020 0 0 ,

2 2
z zy t z z W W zz Wα α= + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
2 2

1 1 1
20 11 021 e e 1 1 1 ,

2 2
i i z zx t z z W W zz Wω τ ω τ−− = + + − + − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
2 2

2 2 2
20 11 021 e e 1 1 1 .

2 2
i i z zy t z z W W zz Wω τ ω τα α−− = + + − + − + −  

通过计算 ( ),g z z 并比较系数可得 
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0 0 0 0 0 0 0 02 2 2
20 0 11 12 21 22 23 242 e e e e ,i i i ig D f f f f f fω τ ω τ ω τ ω ττ α β βα βα α β− − − − = + + + + +   

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

11 0 11 12 21 22

23 24

2 2 e e

e e ,

i i

i i

g D f f f f

f f

ω τ ω τ

ω τ ω τ

τ α α β β α α

β α α β αα αα

−

−

= + + + + +
+ + + + 

 

0 0 0 0 0 0 0 02 2 2
02 0 11 12 21 22 23 242 e e e e ,i i i ig D f f f f f fω τ ω τ ω τ ω ττ α β βα βα α β = + + + + +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 2 2 1 1
21 0 11 20 11 12 11 20 20 11

1 1
21 20 11

2 2 1 1
22 20 11 20 11

2 2 1
23 20 11 20

1 12 0 2 0 0 0 0 0
2 2

1 e 2 0 e

1 10 e 0 e 1 1
2 2
1 11 e 1 e 1 e
2 2

i i

i i

i i i

g D f W W f W W W W

f W W

f W W W W

f W W W W

ω τ ω τ

ω τ ω τ

ω τ ω τ ω τ

τ α α

β

α α

α

−

−

−

 = + + + + + 
 

+ − +

 + + + − + − 
 

+ − + − + −





+



( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0 0

1
11

2 2 2 2
24 20 11 11 20

1 e

1 10 e 0 e 1 1 ,
2 2

i

i if W W W W

ω τ

ω τ ω τ

α

α α α α

−

−

− 
 


 + + + − + −  



 

其中， 

( )
( ) ( )

( )( )
2 2

2
11 1 12 1 213

2 55

1
, 1 , ,

1
m rhbf a f c m f

c u m kb u

  −
 = − = − − =
  − ++ 

 

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2 2
22 23 24

5 5 5

1 1
, , .

1 1 1
r m r m cf f f

u m k u m k u m k
− −

= = = −
− + − + − +

 

显然， 20 11 02 21, , ,g g g g 的表达式中存在未知的 ( ) ( ) ( ) ( )20 11 20 111 , 1 , 0 , 0W W W W− − 。因此，进一步计算

( ) ( )20 11,W Wθ θ 的值。 
由方程(2.3.2)与(2.3.3)可得 

{ }
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( )

( )

*

*

2

2 0 , 0 1

2 0 0 0 0 , 0

, ,

t t t tW U Re zq U zq z q PU QU zq z q

PW Re q f q

PW Re q f q f

PW H z z

θ θ θ

θ

θ

= − = − − = + − −

 − < ≤= 
− + =

= +

� �� � � �� �

 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
20 02

11, , .
2 2

H z H z
H z z H zz

θ θ
θ θ= + + +�  

由方程(2.3.4)与(2.3.5)可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

3
20 11 02 11

20 0 0 11 0 0

3
11 0 0 02 0 0

32 2
0 0 20 0 0 02

, ,

, ,

, , ,

,

zz
z

W z z W z W z W zz W zz W z z W zz O z z

W z i z g z z W z i z g z z

W z i z g z z W z i z g z z O z z

i W z i W z O z z

θ θ θ

θ ω τ θ ω τ

ω τ θ ω τ

ω τ θ ω τ θ

= + = + + + +

= + + +

+ − + + − + +

= − +

� � � �� � �
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比较系数得 

( )( ) ( ) ( )0 0 20 202 0 ,i I P W Hω τ θ θ− =  

( ) ( ) ( )11 110 ,P W Hθ θ= −                               (2.3.6) 

( )( ) ( ) ( )0 0 02 022 0i I P W Hω τ θ θ+ = −  

对于 1 0θ− ≤ < ，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

2 2 2 2

20 11 02 20 11 02

, , 2 0 , ,

.
2 2 2 2

H z z Re q Q q g z z q g z z q

z z z zg g zz g q g g zz g q

θ θ θ θ θ

θ θ

= − = − −

   
= − + + + − + + +   

   
� �

 

从而得到 

( ) ( ) ( )20 20 02 ,H g q g qθ θ θ= − −  

( ) ( ) ( )11 11 11 .H g q g qθ θ θ= − −                             (2.3.7) 

结合方程(2.3.6)、方程(2.3.7)以及 ( )0P 的定义知 

( ) ( ) ( ) ( )20 0 0 20 20 022 ,W i W g q g qθ ω τ θ θ θ= + +
�

 

从而解得 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 020 02 2

20 1
0 0 0 0

0 0
e e e ,

3
i i iig q ig q

W Gω τ θ ω τ θ ω τ θθ
ω τ ω τ

−= + +  

( ) ( ) ( )
0 0 0 011 11

11 2
0 0 0 0

0 0
e e .i iig q ig q

W Gω τ θ ω τ θθ
ω τ ω τ

−−
= + +  

其中， 1 2,G G 为二维常数向量。 
当 0θ = 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )T
20 20 02 0 1 20 0 0 , ,0 ,H g q g q z zτ= − − +  

( ) ( ) ( ) ( )T
11 11 11 0 3 40 0 0 , ,0 .H g q g q z zτ= − − +  

其中， 

1 11 12 ,z f f α= +  

0 0 0 0 0 0 0 02 2 2
2 21 22 23 24e e e e ,i i i iz f f f fω τ ω τ ω τ ω τα α α− − − −= + + +  

( )3 11 122 ,z f f α α= + +  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0
4 21 22 23 242 e e e e .i i i iz f f f fω τ ω τ ω τ ω τα α α α αα αα− −= + + + + + +  

由 P(0)的定义以及方程(2.3.6)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
20 0 0 20 20 11 111 1

d 2 0 0 , d 0 .W i W H W Hη θ θ ω τ η θ θ
− −

= − = −∫ ∫  

根据 
( ) ( ) ( ) ( )20 0 0 20 0 1 20 0 2 200 2 0 0 1 ,H i W B W B Wω τ τ τ= − − −  
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( ) ( ) ( )11 0 1 11 0 2 110 0 1 .H B W B Wτ τ= − − −  

解得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0 0 0

1 20
1 20 20 022

00 0 0 1 0 2

1 02 20 02
2 2

0 0 0

01 20 2 0 0
32 e

0 0 0
e e ,

3 3

i

i i

B ig q
G H g q g q

i I B B

B ig q ig q ig q
B B

ω τ

ω τ ω τ

ωω τ τ τ

ω ω ω

−

−


= + + +

− − 


+ + + 


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 01 11 1 11 2 11 2 11

2 11
0 1 2 0 0 0 0

0 0 0 01 0 e e .i iB ig q B ig q B ig q B ig q
G H

B B
ω τ ω τ

τ ω ω ω ω
− 

= − + − + − 
+  

 

从而得到下列参数表达式： 

( )
2

2 02 21
1 20 11 11

0 0

0 2 ,
2 3 2

g gic g g g
ω τ

 
 = − − +
 
 

 

( )( ) ( )( )
( )( )

1
2 1 2

0

0
0 , ,

Re c
Re c

Re
β µ

λ τ
= = −

′
 

( ){ } ( ){ }1 2 0
2

0 0

0
.

Im c Im
T

µ λ τ
ω τ

′+
= −  

根据 ( )1 2 2 20 , , ,c Tβ µ 这些参数值，可以得到时滞参数临界值处的分岔方向和周期解稳定性。

( )2 0 0µ > < 时对应超临界 Hopf 分岔(亚临界)； ( )2 0 0β < > 时对应稳定的周期解(不稳定的)； ( )2 0 0T > < 时，

对应周期解的周期是增加的(减少)。 

3. 数值模拟 

本节利用数值模拟研究时滞、Allee 效应以及食饵避难对模型动力学性质的影响。给定部分参数取值

如下： 

1 2 1 2 10.6, 0.3, 0.1, 0.1, 0.1, 0.01, 0.7.r r c c k a b= = = = = = =  

此时，时滞参数的临界值和正平衡点为分别为 0 1.7529τ = ， ( )5 6.0051,9.3076E = 。 
在第 2 节的分析表明时滞会导致平衡点 5E 失稳，其对应的数值模拟结果分别如图 1 和图 2 所示。由

图 1 和图 2 可以看出当时滞参数小于临界值时( 01.5τ τ= < )，平衡点 5E 是稳定的；当时滞参数大于临界值

时( 01.9τ τ= > )， 5E 不稳定且模型中存在稳定的极限环。 
 

 
Figure 1. 0.5, 0.5, 1.5m h τ= = = . (a) Time series; (b) Phase portrait 
图 1. 0.5, 0.5, 1.5m h τ= = = 。(a) 时序图；(b) 相图 
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Figure 2. 0.5, 0.5, 1.9m h τ= = = . (a) Time series; (b) Phase portrait 
图 2. 0.5, 0.5, 1.9m h τ= = = 。(a) 时序图；(b) 相图 

 

图 3 表明，平衡点 5E 的稳定性关于时滞参数τ 值的变化是敏感的。由图可以看出，当时滞参数低于

临界值时，正平衡点是稳定的；当时滞参数超过临界值时，正平衡点失去稳定性，并且τ 值的增大会增

强种群密度振荡的幅度。 
此外，为了进一步讨论 Allee 效应常数 h 和食饵避难项 m 对模型(1.2)的影响，分别对模型(1.2)关于

参数 h 和 m 进行了敏感性分析。从图 4 中可以看出，捕食者种群密度对参数 h 和 m 的变化是敏感的。

图 4(a)中随着参数 h 值增大时，平衡点由不稳定的状态转为稳定的状态，即参数 h 值越大越有利于平

衡点的稳定。而图 4(b)显示，较大或较小参数 m 值有利于平衡点的稳定，处于中间范围的参数 m 值会

导致种群密度的振荡。当参数 m 的值逐渐增大，稳定的平衡点由 Hopf 分岔变得不稳定，随着 m 值继

续增大，平衡点再次经历 Hopf 分岔最终变为稳定。 
 

 
Figure 3. Analysis of sensitivity with 0.5, 0.5m h= = . The solid blue line denotes the stable equilibrium; the solid red line 
represents the maximal and minimal density of predator population. The point “Hb” is the Hopf bifurcation point 
图 3. 敏感性分析： 0.5, 0.5m h= = 。蓝线为稳定平衡点，红线表示捕食者种群最大和最小密度，“Hb”为 Hopf 分岔点 
 

 
Figure 4. (a) Analysis of sensitivity with 0.5, 1.8m τ= = ; (b) Analysis of sensitivity with 0.5, 1.8h τ= = . The solid green 
line denotes the stable equilibrium; the dashed red line indicates the positive equilibrium which is unstable. The solid blue 
lines represent the maximal and minimal density of predator populations. The point “Hb” is the Hopf bifurcation point 
图 4. (a) 敏感性分析： 0.5, 1.8m τ= = ；(b) 敏感性分析： 0.5, 1.8h τ= = 。其中绿线为稳定平衡点，红色虚线表示平

衡点是不稳定的，蓝线表示捕食者种群的最大和最小密度，“Hb”为 Hopf 分岔点 
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4. 结论 

本文建立了一类带有时滞的修正的 Leslie-Gower 捕食模型，旨在研究时滞效应对模型动力学性质的

影响。首先，给出了模型(1.2)中正平衡点的存在性与稳定性分析。其次，证明了模型(1.2)在正平衡点处

经历 Hopf 分岔，进而产生周期解，并进一步计算了 Hopf 分岔的方向以及周期解的稳定性。最后，利用

数值模拟揭示了时滞使正平衡点发生失稳，并且时滞参数的增大会加剧种群密度的振荡幅度。此外，敏

感性分析显示，种群的密度变化与平衡点的稳定性对 Allee 效应参数和食饵避难参数的变化具有一定的敏

感性。因此，本文结果表明时滞、Allee 效应以及食饵避难的共同作用使模型的动力学性质更加复杂。 
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