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摘  要 

本文讨论流固振动Laplace模型，首先建立该问题的基于Rayleigh商移位反迭代的多网格离散方案，利用

该方案将在细网格上求解特征值问题归结为在粗网格上解特征值问题和在细网格上解一系列线性代数系

统。其次分析多网格离散方案的误差。最后给出数值算例验证离散方案的有效性。 
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Abstract 
In this paper, for the Laplace model for fluid-solid vibrations we establish the multiscale discreti-
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zation scheme based on the Rayleigh quotient inverse iteration method. With this scheme, the so-
lution of an eigenvalue problem on fine meshes is reduced to the solution of the eigenvalue prob-
lem on coarse meshes and the solutions of linear algebraic systems. Then we analyze and give the 
error estimates of the proposed scheme. Finally we present numerical experiments to validate the 
efficiency of the scheme. 
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1. 引言 

1992 年许进超首次引入二网格离散技巧并用于求解非对称和非椭圆线性问题(参见文献[1] [2])，2001
年许进超和周爱辉又将这一技巧应用到了特征值问题(参见文献[3])。由于二网格离散技巧能够显著提高

近似解精度和计算效率，节省计算机存贮，因此二网格离散及在其基础上发展起来的多网格离散被广泛

用于求解特征值问题，如重调和特征值问题(参见[4])，半线性特征值问题(参见[5])，量子特征值问题(参
见[6])，Stokes 特征值问题(参见[7] [8])，Maxwell 特征值问题(参见[9])，2m 阶椭圆特征值问题(参见[10])
等。在文献[1] [2]建立的二网格离散基础上还发展了基于移位反迭代的二网格、多网格离散以及多水平校

正方案。基于移位反迭代的二网格离散、多网格离散可看作解矩阵特征值问题的移位反迭代法与有限元

方法的结合(参见[11] [12] [13])。之后，文献[14]对 Laplace 特征值问题研究了协调有限元基于移位反迭代

的多网格方法；[15] [16]将该方法用于 Maxwell 特征值问题的棱元逼近；[17]将这一工作应用到 Stokes 特
征值问题；[18]对 Steklov 特征值问题建立了协调有限元多网格方案；[19]进一步发展该工作，对一般的

自共轭特征值问题建立了基于多网格离散的移位反迭代，并用于积分算子特征值问题；[20]对重调和特

征值问题建立了基于移位反迭代的二网格、多网格方案；[21]对 Laplace 特征值问题提出了多水平校正

方案。 
流固振动 Laplace 模型问题源于一束浸没在不可压缩流体中的平行管的振动模型的计算，在核工程中

有着重要作用(参见文献[22] [23] [24])。近年来，该问题的数值方法引起了学者们的研究兴趣，如

Armentano 等[25]研究了该问题的 hp 协调有限元法及自适应算法，给出了先验误差估计和后验误差估计；

张宇等[26]研究了非协调有限元特征值的可保证下界。在上述工作基础上，本文研究流固振动 Laplace 模

型的基于 Rayleigh 商移位反迭代的多网格离散方案。利用该方案可以将在细网格上特征值问题的求解归

结为在粗网格上解特征值问题和在细网格上解一系列线性代数组。理论分析表明，当粗网格直径 H 和细 
网格直径 h 满足 ( )3H O h= 时，多网格方案求得的近似特征值能达到渐进最优收敛阶。 

本文剩余部分安排如下。在第 2 节，我们给出本文所需的预备知识。在第 3 节，我们建立基于 Rayleigh
商移位反迭代的多网格方案，并对方案进行数值分析。在第 4 节给出一些数值实验验证方案的有效性。 

文中我们用字母 C 表示与网格尺寸无关的正常数，它在不同的地方表示的值可能不同。为方便起见，

用 a b 表示 a Cb≤ 。 
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2. 预备知识 

在合理假设下，流固振动 Laplace 模型可由下述系统描述，其中每个管被模拟为谐波振荡器且硬度为

ν ，质量为 m，流体视为完全不可压缩的且密度为 ρ ：求 0ω >  (振动频率)， 0u ≠  (流体压力)使得 

( )
0

2

2

0 ,

0 ,

d , 1, 2, , ,
i

i

u
u

u u s i K
m

ρω
ν ω Γ

∆ = Ω
∂ = Γ
∂

∂ = ⋅ Γ =
∂ − ∫

n

n n
n



在 中

在 上

在 上

                    (2.1) 

其中 2Ω ⊂  是由流体占据的有界多边形区域， 0Γ 表示Ω 的外边界， ( )1, ,i i KΓ =  表示每个管与流体间

的交界面， ( )T
1 2,n n=n 是Ω 边界上的单位外法向量(参见图 1)。 

 

 
Figure 1. Sketch of the two-dimensional domain 
图 1. 二维区域模型草图 

 
令 ( )tH Ω 和 ( )tH ∂Ω 分别表示Ω 和 ∂Ω上 t 阶 Sobolev 空间，其上半范数分别记为 ,t Ω⋅ 和 ,t ∂Ω⋅ ，

( ) ( )0
2H L∂Ω = ∂Ω 。令 ( )2 2: mλ ρω ν ω= − ， ( )1:V H= Ω 。(2.1)的弱形式为：求 λ ∈， u V∈ 满足 

( ) ( )
( )

, , , ,
, 1,

a u v b u v v V
b u u

λ = ∀ ∈
 =

                           (2.2) 

其中 ( ), :a u v u v
Ω

= ∇ ⋅∇∫ ， ( ) ( ) ( )1, :
i i

K
ib u v u v
= Γ Γ

= ⋅∑ ∫ ∫n n 。 

显然 ( ),a ⋅ ⋅ 是 V 上连续、对称、椭圆的双线性形式， ( ),b ⋅ ⋅ 是非负的。在 V 上 1H 半范数 ( )1, ,a
Ω

⋅ = ⋅ ⋅

等价于 1H 范数 1,Ω⋅ ， ( ),b ⋅ ⋅ 可以作为 V 上的半范数。 

由文献[25] [27]可知，(2.2)的解是由 2K 个特征对 ( ),j juλ 给出的序列，特征值 jλ 均为正，假定特征

值按递增排序： 1 20 Kλ λ< ≤ ≤ 。每个特征值都对应一个特征函数 ju V∈ ，使得{ }1 2, , Ku u 是一个线性

无关的集合。 
令 hπ 是Ω 的一族正规三角形剖分， Th 为三角形 hT π∈ 的直径，网格直径 max

h
TT

h h
π∈

= 。令 ( ) { }h i eε Γ =

表示 hπ 中位于边界 iΓ 上的所有边构成的集合， ( ) ( ) ( ) ( )1 2h h h h Kε ε ε εΓ = Γ Γ Γ  。令 ( )1
hS H⊂ Ω 是

定义在 hπ 上的分片 p 次( 1p ≥ )多项式空间， h hV S=  。注意到对任一 hv V V∈ + ，由柯西–施瓦茨不等

式、迹定理和商空间等价模定理，有 
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因此 ( ) 1,,b
Ω

⋅ ⋅ ⋅ 。 

相应于(2.2)的离散特征值问题为：求 hλ ∈和 h hu V∈ 满足 

( ) ( )
( )

, , , ,
, 1.

h h h h h h h

h h

a u v b u v v V
b u u

λ = ∀ ∈
 =

                           (2.3) 

(2.3)归结为一个广义矩阵特征值问题。由文献[27]可知，离散问题(2.3)具有 2K 个正的特征值： 

1, 2 ,0 h K hλ λ< ≤ ≤ ，每个特征值都对应一个特征函数 ju V∈ ，使得{ }1, 2 ,, ,h K hu u 是一个线性无关的集合。 

相应于(2.2)和(2.3)的源问题和近似源问题分别如下： 
求 w V∈ ，使得 

( ) ( ), , , .a w v b f v v V= ∀ ∈                               (2.4) 

求 h hw V∈ ，使得 

( ) ( ), , , .h ha w v b f v v V= ∀ ∈                              (2.5) 

由 Neuman 问题的标准先验估计(参见文献[28])可知，问题(2.4)的解 ( )1 rw H +∈ Ω ，其中 r
θ
π

< ，θ 为

Ω 的最大凹角，且有 

( )1 / 1, .rHw C f+ Ω Ω
≤                                 (2.6) 

故对所有的 r
θ
π

< ，(2.2)的特征函数也满足 ( )1 ru H +∈ Ω 。注意到对于至少有一个交界面 Γi 的多角形

区域Ω ，必有θ > π，因此
1 1
2 θ

π
< < 。 

由 Lax-Milgram 定理可知，(2.4)和(2.5)分别有唯一解，由此可定义下述有界线性算子 , :hT T V V→ ： 

( ) ( )
,

, , ,
f V Tf V
a Tf v b f v v V
∈ ∈

 = ∀ ∈



 

( ) ( )
,

, , ,
h h

h h h h h

f V T f V V
a T f v b f v v V
∈ ∈ ⊂

 = ∀ ∈



 

对任意的 w V∈ ，如下定义到 hV 的 V 椭圆投影算子 hP ： 

( ): , 0, .h h h h h hP w V a P w w v v V∈ − = ∀ ∈  

于是，对 f V∀ ∈ 有 
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( )( ) ( )( ), , 0, .h h h h h h h ha T f P Tf v a T f Tf Tf P Tf v v V− = − + − = ∀ ∈  

故对 f V∀ ∈ ，有 h hT f P Tf= ，从而 h hT P T= 。 

由插值误差估计和(2.6)可推出 

( )

( )

1, 1,
1,

1, 1,

1 , 1,

1, 1,

sup sup

sup sup 0 0 ,

h h
h

g V g V

r r
r r

g V g V

T T g P Tg Tg
T T

g g

h Tg h g
h h

g g

Ω Ω
Ω

∈ ∈Ω Ω

+ Ω Ω

∈ ∈Ω Ω

− −
− = =

= → → 

 

从而得到下述引理。 
引理 2.1 ( )1,

0 0hT T h
Ω

− → → 。 

参考文献[25]我们有以下协调有限元逼近的误差估计。 

引理 2.2 对于任意 r
θ
π

< ，存在正常数κ ，使得若 h κ< ，则有 

, 1,
,r

j j hu u h
Ω

−                                    (2.7) 

( )
1
2

, , , 1,
, ,r

j j h j j h j j hb u u u u h u u
Ω

− − −                          (2.8) 

2
, , 1,

.j j h j j hu uλ λ
Ω

− −                                 (2.9) 

由文献[29] [30]可知，(2.2)和(2.3)分别有如下等价的算子形式： 
,Tu uµ=  

,h h h hT u uµ=  

其中
1µ
λ

= ，
1

h
h

µ
λ

= 。在本文中 µ 和 hµ ， λ 和 hλ 都被称作特征值。 

设 kµ 的代数重数为 q， 1 1k k k qµ µ µ+ + −= = = 。令 ( )kM µ 是 T 的所有对应于 kµ 的特征函数张成的空

间， ( )h kM µ 是 hT 的所有收敛到 kµ 的特征值的特征空间的直和。令 ( ) ( ){ }1,
ˆ : , 1k kM v v M vµ µ

Ω
= ∈ = ，

( ) ( ){ }1,
ˆ : , 1h k h kM v v M vµ µ

Ω
= ∈ = 。我们也记 ( ) ( )k kM Mλ µ= ， ( ) ( )h k h kM Mλ µ= ， ( ) ( )ˆ ˆ

k kM Mλ µ= ，

( ) ( )ˆ ˆ
h k h kM Mλ µ= 。 

记 

( )
( )

1,ˆ
sup inf .

hk
h k v Vw M

w v
λ

δ λ
Ω∈∈

= −  

由(2.7)可知 ( ) r
h k hδ λ  。 

引理 2.3 令 kλ 和 ,k hλ 分别是(2.2)和(2.3)的第 k 个特征值，则 

( )2
, ,k h k h kλ λ δ λ−                                  (2.10) 

对任意相应于 ,k hλ 的特征函数 ,k hu 且 , 1,
1k hu

Ω
= ，存在 ( )ˆ

k ku M λ∈ 使得 

( ), 1,
,k h k h ku u δ λ

Ω
−                                 (2.11) 

对任意 ( )ˆ
k ku M λ∈ ，存在 ( )h h ku M λ∈ 使得 
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( )1,
.h k h ku u δ λ

Ω
−                                 (2.12) 

引理 2.4 令 ( ),uλ 是(2.2)的特征对，则对任意的 w V∈ ， ( ), 0b w w ≠ ，Rayleigh 商
( )
( )

,
,

a w w
b w w

满足 

( )
( ) ( )

( )
( )

1,, ,
.

, , ,

w ua w w b w u w u
b w w b w w b w w

λ λΩ
− − −

− = −                       (2.13) 

证明：详见文献[30]中引理 9.1。 
下面的引理(参见文献[13]中定理 3.2)是分析多网格离散方案的基本工具。 

引理 2.5 令 ( )0 0,uµ 是 hT 的一个近似特征对， 0 hu V∈ 且 0 1,
1u

Ω
= 。假设

, ,

1
0 ,

max 1 2j h k h

k j k q
k h

µ µ
µ µ≤ ≤ + +

−
≤

−
，

( )( )0 , 1 2h kdist u M µ ≤ ， ( )0 , 2 , 1, , 1j h j k k k qµ µ ϑ− ≥ ≠ + + − ， hu V∈ 与 h
k hu V∈ 满足 

( )0 0
1,

, ,h
h k

uT u u u
u

µ
Ω

− = =  

则 

( )( ) ( )( )0 , 0
16ˆ, , ,h

k h k k h h kdist u M dist u Mµ µ µ µ
ϑ

≤ −                    (2.14) 

其中 min
j k

j kµ µ
ϑ µ µ

≠
= − 是特征值 kµ 的分隔常数。 

3. 多网格方案 
本节中，我们结合有限元方法和 Rayleigh 商移位反迭代法建立流固振动 Laplace 模型问题的多网格

离散方案。令{ }
1i

l

h i
π

=
是一族正规网格， 1i ih h−  ，且令

ihV 是定义在
ihπ 上的协调有限元空间，令

1H hπ π= ，

1H hV V= ，
lh hπ π= ，

lh hV V= 。 

方案 1 多网格方案 
步骤 1 在初始粗网格 Hπ 上解(2.3)：求 ,k Hλ ∈， ,k H Hu V∈ 使得 , 1,

1k Hu
Ω
= ，且 

( ) ( ), , ,, , , .k H k H k H Ha u v b u v v Vλ= ∀ ∈  

步骤 2 执行赋值命令： 1
,

h
k k Hu u⇐ ， 1

,
h
k k Hλ λ⇐ ， 2i ⇐ 。 

步骤 3 在
ihπ 上解线性方程组：求

ihu V∈ 使得 

( ) ( ) ( )1 1, , , , ,i i
i

h h
k k ha v b v b Vu u vu vλ − −− = ∀ ∈   

且取 1,
ih

k uu u
Ω

=   。 

步骤 4 计算 Rayleigh 商 

( )
( )

,
.

,

i i

i

i i

h h
k kh

k h h
k k

a u u

b u u
λ =  

步骤 5 如果 i l= ，则输出 ( ),l lh h
k kuλ ，即输出 ( ),h h

k kuλ ，停止。否则， 1i i⇐ + ，返回步骤 3。 

下面分析由方案 1 求得的近似解的误差。 
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定理 3.1.令 ( ),l lh h
k kuλ 是方案 1 所求得的近似特征对。假设 ( )1 1,l lh h

k kuλ − − 逼近(2.2)的一个特征对 ( ),k uλ ，

( )ˆ
ku M λ∈ ，且 1lh

k kλ λ− − 相较于 , lk h kλ λ− 是一个低阶的无穷小量，则存在 ( )k ku M λ∈ 使得 

( )( ) ( )1 1

1,

48 ˆ, 3 ,l l l
l

h h h
k k k k k k k h ku u dist u M qλ λ λ λ δ λ

ϑ
− −

Ω
− − +                 (3.1) 

( )
2

1,
2 1 , 2.l lh h

k k k k k ku u lλ λ λ λ
Ω

− + − ≥                         (3.2) 

证明：我们利用引理 2.5 来完成证明。首先验证引理 2.5 的条件是满足的。 

选取 1
0 1 lh

kµ λ −= ，
1 1

1 1
0

1,

l l
l

l l
l

h h
k h k

h h
k h k

T u
u

T u

λ

λ

− −

− −

Ω

= 。由引理 2.1 可知 ( )
1,

0 0
lh lT T h

Ω
− → → ，则有 

1,1,
, .

lhT f f f V
ΩΩ

∀ ∈  

因此，由定理假设可推出 

( )

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1,

1,

1,1, 1,
.

l l
l

l l l l
l l l l l

l l l
l

h h
k h k

h h h h
k h k k h k h k h k h k

h h h
k k k k k h

T u u

T u T u T u T u T u Tu

u u u T T u

λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

− −

− − − −

− − −

Ω

Ω

ΩΩ Ω

−

= − + − + −

− + − + −

 

注意到对任一赋范空间中的任意非零函数 ,u v ，成立下述不等式 

2 , 2 .
u v u vu v u v

u v u u v v
− −

− ≤ − ≤                        (3.3) 

因此有 

( )( )
( ){ }

1 1

1 1 1

0 0 1, 1,

1,1, 1,

ˆ, 2

2 .

l l
l

l l l
l

h h
k k h k

h h h
k k k k k h

dist u M u u T u u

u u u T T u

λ λ

λ λ λ λ

− −

− − −

Ω Ω

ΩΩ Ω

≤ − ≤ −

− + − + −
           (3.4) 

由三角不等式和(2.12)可得 

( )( ) ( )( ) ( )0 0
ˆ, , .

l lh k k h kdist u M dist u Mλ λ δ λ+                       (3.5) 

由(2.10)可知 ( ), 0
lk h k lhλ λ→ → ，于是由定理假设有 

( )
1

1,
0 ,

,

.
l

l l
l l

l

h
k k k k h h

k h k kh
k h k

O
λ λ λ λ

µ µ λ λ
λ λ

−

−
− + −

− = = −                     (3.6) 

由(2.5)可知方案 1 中的步骤 3 等价于 

( ) ( ) ( )1 1

1,

, , , , , ,l l l
l l l

h h h
k h h k h ka v a T v a T u v vu u V u

u
uλ − −

Ω

− = ∀ ∈ =


 



 

即 

1

1 1
1,

1 1 , .l l
l ll l

h h
h h k kh h

k k

uu
u

T T u u
λ λ

−

− −
Ω

 
− = = 

 







                        (3.7) 
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注意到 1 1

1 1 0
1,

1 1
l l

l ll l

h h
h k h kh h

k k

T u T u u
λ λ

− −

− −
Ω

= 与 0u 仅仅相差一个常数倍，从而方案 1 步骤 3 等价于 

1 0
1,

1 , .l
ll

h
h kh

k

uuT
u

u u
λ −

Ω

 
− = = 

 







                            (3.8) 

事实上，由(3.7)，(3.8)求得的 lh
ku 显然是相等的。当 1lh − 足够小时，注意到 1l lh h − ，由(3.4)和(3.5)得 

( )( )0
1, .
2lh kdist u M λ ≤  

因为 1 1k k k qλ λ λ+ + −= = = ，故有 

, , , ,
, ,

, , , ,

,l l l l
l l

l l l l

k h j h k h k j j h
j h k h

k h j h k h j h

λ λ λ λ λ λ
µ µ

λ λ λ λ
− − + −

− = =                     (3.9) 

且由(2.10)可得 

( ) ( )2
, , 1, , 1 .

l lj h k h k j k k k qλ λ δ λ− = + + −  

结合(3.9)和(3.6)，且注意到(3.9)的右端项相较于 lh
k kλ λ− 是高阶无穷小量，于是 

, ,

1
0 ,

1max .
2

l l

l

j h k h

k j k q
j h

µ µ
µ µ≤ ≤ + −

−
≤

−
 

因为ϑ 是分隔常数， 1lh − 足够小，且 1l lh h − ，故成立 

0 , , , 1, , 1.
2lj h j k k k qϑµ µ− ≥ ≠ + + −  

综上所述，可知引理 2.5 的条件是成立的。 
下面证明(3.1)和(3.2)成立。 
将(3.5)和(3.6)代入(2.14)，得到 

( )( ) ( )( ) ( )( )1
0

16ˆ ˆ, , .l l
l l

h h
k h k k k k h kdist u M dist u Mµ λ λ λ δ λ

ϑ
− − +               (3.10) 

令特征向量{ } 1

, l

k q

j h j k
u

+ −

=
是 ( )

lh kM λ 的在内积 ( ),a ⋅ ⋅ 意义下的一组正交基，并注意到 

( )( ) ( )
1

, ,
1,

, , .l l l
l l l

k q
h h h
k h k k k j h j h

j k
dist u M u a u u uλ

+ −

= Ω

= − ∑  

令 

( )
1

*
, ,, ,l

l l

k q
h
k j h j h

j k
u a u u u

+ −

=

= ∑  

则由(3.10)可推得 

( )( ) ( )( )1*
01,

16 ˆ, .l l
l

h h
k k k k h ku u dist u Mλ λ λ δ λ

ϑ
−

Ω
− − +                  (3.11) 

由引理 2.3 知，存在{ } ( )
10 ˆk q

j kj k
u M λ

+ −

=
⊂ 使得 0

, lj h ju u− 满足(2.11)。令 
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( )
1

0
,, ,l

l

k q
h

k k j h j
j k

u a u u u
+ −

=

= ∑  

则 ( )k ku M λ∈ 。由(2.11)可推得 

( )( )

( ) ( )

1
1 1 22* 0 0

, , ,1, 1,
1,

1

,

.

l
l l l

l l

k q k q
h

k k j h j h j j h j
j k j k

k q

h j h k
j k

u u a u u u u u u

qδ λ δ λ

+ − + −

Ω Ω
= =Ω

+ −

=

 
− = − − 

 
∑ ∑

∑



 

 

结合(3.11)与上述不等式可得 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

1

* *

1,1, 1,

0

0

16 ˆ,

16 ˆ, 2 .

l l

l
l l

l
l

h h
k k k k

h
k k k h k h k

h
k k k h k

u u u u u u

dist u M q

dist u M q

λ λ λ δ λ δ λ
ϑ

λ λ λ δ λ
ϑ

−

−

ΩΩ Ω
− ≤ − + −

− + +

− +





             (3.12) 

显然存在 ( )ˆ
k ku M λ′ ∈ 使得 

( )( )1 1

1,
ˆ, ,l lh h

k k k ku u dist u M λ− −

Ω
′− =  

( )ˆ
k k k kTu u Mλ λ′ ′= ∈ ，以及 ( ) ( )

1,

1
l lh k h k

k

T T u δ λ
λΩ

′− ≤ 。 

因为 1 1 1 1
0 1,

l l l l
l l

h h h h
k h k k h ku T u T uλ λ− − − −

Ω
= ，故由(2.13)和(3.3)推出 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1

0 1,

1, 1, 1,

ˆ ˆ, 2 , 2

2 2 2

ˆ2 2 , 2

ˆ3 , 2 .

l l l l
l l

l l l
l l l

l l
l

l
l

h h h h
k k h k k k h k k k

h h h
k k h k k h k k k h k

h h
k k k k k h k

h
k k k h k

dist u M dist T u M T u Tu

T u T u u T T u

dist u M

dist u M

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ δ λ

λ λ δ λ

− − − −

− − −

− −

−

Ω

Ω Ω Ω

′≤ −

′ ′≤ − + − + −

− + +

+







     (3.13) 

将(3.13)代入(3.12)，便得到(3.1)。 

仍记
1,

k

k

u
u

Ω

为 ku ，则联系(3.1)与(3.3)可知 lh
ku 在 1,Ω⋅ 意义下收敛到 ku 。由于 ( ) 1,Ω,b ⋅ ⋅ ⋅ ，故

( ), 0l lh h
k k k kb u u u u− − → ，于是

( ) ( )
1 1

,,l l
kh h

k kk k b u ub u u
λ→ = 。因此，当 lh 足够小时，成立

( )
1 2
,l l

kh h
k kb u u

λ≤ 。

在(2.13)中取 lh
kw u= ，得到 

( )
( )

( )
( )

( )

2

1,

2 2

1,

2

1,

,

, ,

2 2 ,

2 1 .

l l l

l

l l l l

l l l

l

h h h
k k k k k kh

k k kh h h h
k k k k

h h h
k k k k k k k k

h
k k k k

u u b u u u u

b u u b u u

u u b u u u u

u u

λ λ λ

λ λ

λ λ

Ω

Ω

Ω

− − −
− ≤ +

≤ − + − −

+ −

 

证毕。 
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在方案 1 中取 2l = ，并记 1H h= ， 2h h= ，我们立即得到下面的二网格方案。 
方案 2 二网格方案 
步骤 1 在 Hπ 上解(2.3)：求 ,k Hλ ∈， ,k H Hu V∈ 使得 , 1,

1k Hu
Ω
= ，且 

( ) ( ), , ,, , , .k H k H k H Ha u v b u v v Vλ= ∀ ∈  

步骤 2 在 hπ 上解线性方程组：求 hu V∈ 使得 

( ) ( ) ( ), ,, , , , ,k H k H hu ua v b v b u v v Vλ− = ∀ ∈   

且取
1,

h
k uu u

Ω
=   。 

步骤 3 计算 Rayleigh 商 

( )
( )

,
.

,

h h
k kh

k h h
k k

a u u

b u u
λ =  

由定理 3.1 可以得到二网格离散方案的误差估计如下： 

( )( ) ( ), ,1,

48 ˆ, 3 ,h
k k k k H k k H k h ku u dist u M qλ λ λ λ δ λ

ϑΩ
− − +  

( )
2

1,
2 1 .h h

k k k k k ku uλ λ λ λ
Ω

− + −  

注意到 

( )2 2
, ,r

k H k H k Hλ λ δ λ−    

( )( ) ( ),
ˆ, ,r

k H k H kdist u M Hλ δ λ   

因此 
3

1,
,h r r

k ku u H h
Ω

− +                                (3.14) 

6 2 .h r r
k k H hλ λ− +                                 (3.15) 

(3.15)表明，当 ( )3H O h= 时，由方案 2 求得的近似特征值可以达到渐进最优收敛阶。 

4. 数值实验 

本节将呈现一些数值算例来展示本文建立的多网格离散方案的有效性。数值实验是在具有 1.8 GHZ 
CPU 和 4 G RAM 的 DellInspiron 5547 PC 上，在 MATLAB 2015a 环境中借助软件包 IFEM (参见文献[31])
进行编程计算的。我们利用方案 2，采取线性协调元完成数值算例，在实验表格中采用下述符号： 

H：粗网格 Hπ 的直径。 
h：细网格 hπ 的直径。 

,j Hλ ：在网格 Hπ 上利用 eigs 命令直接求解得到的(2.3)第 j 个特征值。 
h
jλ ：利用方案 2 求得的第 j 个特征值。 

( )htime 秒 ：直接在细网格 hπ 上求解特征值问题所用的 cpu 时间。 

( )htime 秒 ：用方案 2 计算，从程序开始运行至当前结果出现的 cpu 时间。 
−：表示由于计算机内存限制无法计算。 
算例1. 在一个边长为8的四边形方形腔，其中心有一个边长为 2 2 的菱形管的区域上考虑问题(2.1)，
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如图 2 (左) 所示。计算结果列在表 1 中，同时还列出了直接求解特征值问题所得的结果。 
文献[25]中给出了问题(2.1)在此区域上最小特征值的参考值： 1 0.07896λ ≈ ，且其代数重数为 2。由

表 1 可以看到，与直接在细网格上求解相比较，利用方案 2 可以用较少的时间求得精度较高的近似特征

值。 
 

 
Figure 2. Square cavity with a rhomboidal tube (left) and Square cavity with two 
square tubes (right) 
图 2. 内部有一个菱形管的方形腔(左)，内部有两个方形管的方形腔(右) 

 
Table 1. The approximate eigenvalue on the square cavity with a rhomboidal tube 
表 1. 内部有一个菱形管的方形腔上的近似特征值 

j H h λj,H h
jλ  λj,h timeh timeh 

1 2
2

 2
8

 0.08668015 0.08009836  0.08009836 0.21 0.06 

1 2
4

 2
16

 0.08188310 0.07940823  0.07940823  0.85 0.33 

1 2
8

 2
64

 0.08009836 0.07903030  0.07903030  58.22 6.34 

1 2
16

 2
128

 0.07940823 0.07898792  - - 30.53 

 
算例 2 在一个边长为 8 的四边形方形腔，其内部有两个边长为 2 的方形管的区域上考虑问题(2.1)，

如图 2(右)所示。计算结果列在表 2 中，同时还列出了直接求解特征值问题所得的结果。由表 2 可以看到，

利用方案 2 可以用较少时间求得与直接在细网格上计算所得特征值精度相同的近似解，而且直接计算无

法进行时，利用方案 2 仍然可以计算。 
 
Table 2. The approximate eigenvalueson the square cavity with two square tubes 
表 2. 内部有两个方形管的方形腔上的近似特征值 

j H h λj,H h
jλ  λj,h timeh timeh 

1 2
2

 2
8

 0.14298801 0.12832004 0.12776864 0.07 0.16 

1 2
4

 2
16

 0.13197681 0.12612606 0.12612138 0.84 0.54 
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Continued 

1 2
8

 2
64

 0.12776864 0.12521869 - - 11.58 

1 2
16

 2
128

 0.12612138 0.12510908 - - 66.79 

2 2
2

 2
8

 0.17936173 0.16156094 0.15877833 0.07 0.16 

2 2
4

 2
16

 0.16438533 0.15663434 0.15659095 0.84 0.54 

2 2
8

 2
32

 0.15877833 0.15538310 - - 11.58 

2 2
16

 2
128

 0.15659095 0.15524410 - - 66.79 

3 2
2

 2
8

 0.20838115 0.18538663 0.18547966 0.07 0.16 

3 2
4

 2
16

 0.19168744 0.18306016 0.18307161 0.84 0.54 

3 2
8

 2
32

 0.18547966 0.18174299 - - 11.58 

3 2
16

 2
128

 0.18307161 0.18159674 - - 66.79 

4 2
2

 2
8

 0.23836023 0.21230325 0.21251320 0.07 0.16 

4 2
4

 2
16

 0.21949337 0.20980392 0.20981238 0.84 0.54 

4 2
8

 2
32

 0.21251320 0.20832276 - - 11.58 

4 2
16

 2
128

 0.20981238  0.20816052 - - 66.79 
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