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摘  要 

受蓝师义和戴道清关于分支组合Ricci流的研究启发，我们将组合Calabi流与分支结构结合，引入三角剖

分曲面上的分支组合Calabi流。进一步地，我们利用分支组合Ricci势，组合Calabi能量等工具，在二维

欧氏空间 2 和二维双曲空间 2 中，证明分支组合Calabi流的解长时间存在并且指数收敛到一个分支圆

包装度量。我们的工作将葛化彬等人关于组合Calabi流的结果推广到了分支组合Calabi流情形。 
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Abstract 
Inspired by the study of the branched combinatorial Ricci flows by Shiyi Lan and Daoqing Dai, we 
introduce the branched combinatorial Calabi flows on a fixed triangulated surface by combining 
the branch structure with the combinatorial Calabi flows. Furthermore, in 2 dimensional Eucli-
dean space 2  and 2 dimensional hyperbolic space 2 , using the branched combinatorial Ricci 
potential and combinatorial Calabi energy etc., we prove that the solutions to the branched com-
binatorial Calabi flows exist for the long time and converge exponentially to branched circle 
packing metrics. Our work extends results on the combinatorial Calabi flows by Huabin Ge et al. to 
the branched combinatorial Calabi flows. 
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1. 引言 

圆包装(circle packing)理论是近几十年来在复分析和离散几何交叉学科中一个快速发展的研究领域。

Thurston [1]在 1985 年首次提出利用圆包装来逼近 Riemann 映射的猜想。Rodin 和 Sullivan [2]证明了六边

形情形下的 Thurston 猜想。此后，Beardon 和 Stephenson [3]提出圆包装可用于构造离散解析函数以及将

复分析的经典结果离散化的想法。分支圆包装(branched circle packing)的概念由 Bowers 和 Stephenson [4]
提出，他们将 Andreev-Thurston 定理推广到了分支圆包装情形。Dubejko [5]对分支圆包装进行了更加系

统的研究，得到了曲面上分支圆包装存在的充要条件。 
受 Hamilton 引入的 Ricci 流启发，Chow 和罗锋[6]首次引进了组合 Ricci 流的概念，并且用其给出了

Andreev-Thurston 定理的新证明。此后，各种组合曲率流(包括组合 Calabi 流，组合 Yamabe 流等)相继被

引入[7]-[13]，特别地，葛化彬在博士论文[8]中引入了组合 Calabi 流，并且证明了在二维欧氏空间 2  (2 
dimensional Euclidean space)和二维双曲空间 2  (2 dimensional hyperbolic space)中组合Calabi流解的长时

间存在性及指数收敛性[8] [9] [10] [11]。圆包装、组合曲率流可以与计算机编程结合起来，具有广泛的应

用价值，例如德国的 Bobenko 团队[14]利用圆包装构造 3 维空间中的离散极小曲面，顾险峰团队[15]成功

地把组合曲率流应用到计算机图形学、医学成像等领域。 
基于 Chow 和罗锋的组合 Ricci 流，蓝师义和戴道清[16]引入了分支结构(branch structure)，提出了分

支组合 Ricci 流，并且将 Chow 和罗锋的经典结果推广到了分支组合 Ricci 流情形。受蓝师义和戴道清[16]
工作的启发，本文将引入分支组合 Calabi 流，并且尝试将葛化彬[8] [9]，葛化彬和华波波[10]以及葛化彬

和徐旭[11]等关于组合 Calabi 流的经典研究结果推广到分支组合 Calabi 流情形。 
本文结构如下：第二章是预备知识。第三章讨论离散拉普拉斯算子的性质。第四章给出分支组合

Calabi 流解的长时间存在性证明。第五章证明分支组合 Calabi 流解的收敛性。 

2. 预备知识 

2.1. 分支圆包装 

设 X 是一个带边或无边的紧致曲面，T 是曲面 X 的一个三角剖分。设 ( )V V T= ， ( )bd T ， ( )int T ，

{ }ijE e= 和 { }ijkF = ∆ 分别表示 T 的顶点集，边界点集，内点集，边集以及面集。三角剖分的权重是一个 

作用于边集 E 上的函数 : 0,
2

E π Φ →   
。我们称 ( ),T Φ 是曲面 X 的一个加权三角剖分，记加权三角剖分曲

面为 ( ), ,X T Φ 。 

设 P 是常曲率曲面上圆的一个集合，若 P 满足下述条件，则称之为实现加权三角剖分 ( ),T Φ 的圆

包装。 
V 中的点 v 与 P 中的圆 ( )PC v 存在一一映射并且圆 ( )PC u 和 ( )PC v 的交角为 ( )uveΦ = ； 
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P 保持定向，即若 1v ， 2v ， 3v 为 T 中的面 ijk∆ 按照 T 的定向排列的三个顶点，则 ( )1PC v ， ( )2PC v ，

( )3PC v 在曲面上形成一个正向的三圆组。 
下面图 1 和图 2 是两个圆包装示例(详细信息请参见[4])。图 1 和图 2 中均有一个固定的点 v 被固定

在北极点(阴影圆的圆心)，就是面向读者的那个点。图 1 是一个外切圆包装，其中所有权重Φ 均为 0。图

2 和图 1 具有相同的加权三角剖分，但很明显相较于图 1，图 2 更加复杂：图 2 依旧是外切圆包装，但是

它具有两个分支点，分别在北极点和南极点(在球的背面与北极点相对)。沿着阴影圆的外切圆可以发现阴

影圆的外切圆共环绕了阴影圆两周，这个圆包装诱导了球面的一个二重覆盖。 
 

 
Figure 1. Circle packing with weight = 0 
图 1. 权重均为 0 的圆包装 

 

 
Figure 2. Branched circle packing with weight = 0 
图 2. 权重均为 0 的分支圆包装 

 
为了更好理解分支圆包装，我们引入圆包装的半径函数概念。若 P 是实现加权三角剖分 ( ),T Φ 的一

个圆包装，则称给 P 中的每一个圆 ( )PC v 的圆心 v 赋值的半径函数 ( ): 0,r V → +∞ 为 P 的圆包装度量。显

然，圆包装度量 ( )1 2, , , Nr r r r=  可看作一个 N 维的向量，其中 N V= 是顶点的个数。每一个内点 ( )v int T∈

的内角和 ( )v rθ 由圆包装度量决定，说明如下。记点 v 处的内角和 ( ) ( ),v vr rθ α= ∆∑ ，其中求和包括所有

含有点 v 的面且 ( ) ( )1 2
, ,v v vu ur rα α∆ = ∆ 指点 v， 1u 和 2u 构成的三角形

1 2vu u∆ 中点 v 处的内角。 
显然，由圆包装度量的定义可得，任取内点 ( )v int T∈ ，它在圆包装 P 中的内角和一定为 2π的整数

倍。若在圆包装 P 中某个内点 u 处的内角和等于 2nπ， 2n ≥ ，那么我们称 u 为 P 中分支度为 1n − 的分

支点。若一个圆包装中存在至少一个分支点，则我们称该圆包装为分支圆包装。显然，图 2 中的南北极

点都是 P 中分支度为 1 的分支点。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110791


高开城，林爱津 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110791 7454 应用数学进展 
 

取一固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，考虑作用于边集 E 上的边长函数为 ( ): 0,l E → +∞ 。若对于

任意三角形 ijk F∆ ∈ ，三条边长 , ,ij jk ikl l l 都满足三角不等式，则称 l 为一个分片线性度量。Thurston (见引

理 13.7.2 [1])指出，任意一个圆包装度量 r 都可以如下方式决定分片线性度量 l。在 2 中，令 

( )( )2 2 2 cos ,ij i j i j ijl r r r r e= + + Φ  

在 2 中，令 

( )( )( )1cosh cosh cosh sinh sinh cos .ij i j i j ijl r r r r e−= + Φ  

记点 iv 处的内角和为 ( )ivθ ，则 iv 处的组合高斯曲率定义为 

( )2 ,i iK vθ= π−                                     (1) 

令 ( )1 2, , , NK K K K=  。 
定义 2.1 取一固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，若点{ }| 1, ,jb j m=  满足 ( ) ( )1 2j jbθ β= + π，且

任取 ( ) { }1 2\ , , , mv int T b b b∈  ，均有 ( ) 2vθ = π，则称 jb 是一个分支度为 jβ 的分支点。记所有分支点为

{ }| 1, ,jb j m=  ，且其对应的分支度分别为 1, , mβ β ，则记 P 的分支集为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , , ,m mbr P b b bβ β β=   

称 P 为实现三角剖分 ( ),T Φ 且具有分支集 ( )br P 的分支圆包装。设圆包装 P 实现三角剖分 ( ),T Φ ，若存

在一圆包装度量 ( ): 0,r V → +∞ 满足在任一点 iv 处组合高斯曲率(1)均满足下述等式 

( ) 2 0,i iK r β+ π =                                     (2) 

则称该圆包装度量为分支圆包装度量，且记为 br 。 
为简化计算，若内点 iv 不是分支点，可认为它是一个分支度为 0 的分支点。 
定义 2.2 分支集 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × 若满足下述条件，则称 ( )br P 是一个分

支结构(branch structure)：存在一个包含至少一个内点的简单闭路径 { }1 2, , , ne e eΓ =  满足不等式 

( ) ( )( )1 2 1 ,jj
n e l
=
 π −Φ > Γ + π ∑  

这里 ( ) ( )1 i
m

iil δ β
=

Γ = Γ∑ 且若Γ包含点 ib ，则 1iδ = ，否则 0iδ = 。 
Dubejko [5]证明了当且仅当 ( )br P 是加权三角剖分 ( ),T Φ 的一个分支结构时，实现加权三角剖分

( ),T Φ 的分支圆包装存在。 

2.2. 分支组合 Calabi 流 

在 2 和 2 中，Chow-罗锋[6]首次提出的组合 Ricci 流方程分别如下： 
d

,
d

i
i i

r
K r

t
= −                                     (3) 

( )d
sinh .

d
i

i i
r

K r
t
= −                                   (4) 

Chow-罗锋证明了组合 Ricci 流的解长时间存在并以指数速度收敛。在 Chow-罗锋研究的基础上，蓝

师义和戴道清引入分支结构，提出了分支组合 Ricci 流，并将 Chow-罗锋的结果成功推广至分支情形。在
2 和 2 中的分支组合 Ricci 流方程分别如下： 

( )d
2 ,

d
i

i i i
r

K r
t

β= − + π                                 (5) 
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( )d
2 sinh .

d
i

i i i
r

K r
t

β= − + π                               (6) 

葛化彬[8] [9]提出了组合 Calabi 流的概念，给出 2 和 2 中的组合 Calabi 流方程分别如下： 

d
,

d
i

i i
r

K r
t
= ∆                                     (7) 

d
sinh ,

d
i

i i
r

K r
t
= ∆                                  (8) 

这里∆是离散拉普拉斯算子。 
受蓝师义和戴道清的分支组合 Ricci 流启发，可定义分支组合 Calabi 流。 
定义 2.3 取一固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × ，则 2 中分支组合 Calabi 流定义为 

( )d
2 ,

d
i

i i i
r

K r
t

β= ∆ + π                                (9) 

2 中的分支组合 Calabi 流为 

( )d
2 sinh .

d
i

i i i
r

K r
t

β= ∆ + π                             (10) 

当不含分支点即任意 0iβ = 时，则方程(9)和(10)为葛化彬提出的组合 Calabi 流(7)和(8)。 

2.3. 主要结果 

下面是本文的主要结果，在 2 和 2 中，我们成功将葛化彬等人的结果[8] [11]推广至分支情形下，

得到了分支组合 Calabi 流解的长时间存在性与收敛性。 
定理 2.4.在 2 和 2 中给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × ，任取初值 ( ) ( ) ( )( )1 00 0 , , 0 N
Nr r r >= ∈  满足 ( )1 0 1N

ii r
=

=∏ ，

分支组合 Calabi 流(9)和(10)的解 ( ){ }r t 长时间存在，且当且仅当分支圆包装度量 br 存在时，解 ( ){ }r t 收敛。

若解收敛，则必指数收敛。 

3. 离散拉普拉斯算子 

在 2 中，令 lni iu r= ，在 2 中，令 ln ta 2nhi iu r= ，则分支组合 Calabi 流方程(9)，(10)可统一写为 

( )d
2 .

d
i

i i
u

K
t

β= ∆ + π                                  (11) 

若点 iv 与 jv 相邻，则记作 ~i j ，因此任意边 ije 均可表示为 ~i j 。在 2 中，对任意边 ~i j ，设 

,
ijk

jk
i

ij j
F j

B r
r
θ

∆ ∈

∂
=

∂∑


                                  (12) 

在 2 中，对任意边 ~i j ，设 

sinh ,
ijk

jk
i

ij j
F j

B r
r
θ

∆ ∈

∂
=

∂∑                                 (13) 

( )sinh ,
ijk

i i ijk
Fi

A r Area
r ∆ ∈

 ∂
= ∆  ∂  

∑                            (14) 
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这里 jk
iθ 是三角形 ijk∆ 中点 iv 处的内角， ( )ijkArea ∆ 为三角形 ijk∆ 的面积， kv 和 lv 是两个顶点且三角形 ijk∆

和 ijl∆ 具有公共边 ije 。 

事实上，在 2 和 2 中，均有 ij jiB B= 成立，因为
ikjk
ji

j i
j i

r r
r r

θθ ∂∂
=

∂ ∂
以及 sinh sinh

ikjk
ji

j i
j i

r r
r r

θθ ∂∂
=

∂ ∂
 (见[6]

中引理 2.3)。设 { }1 2, , , NA diag A A A=  ，定义 ( )( )B B ij N N
L L

×
= 如下： 

( )
,

, ~

0,

ikk i

B ijij

B i j
L B i j

∼
=


= −



∑

其他

                               (15) 

记 ( ) 2K r β+ π的雅可比矩阵为 L，由于 ( ) ( )2i i i
ij

j j

K K
L L

u u
β   ∂ + π ∂

= = =      ∂ ∂   
，由[9]中引理 3.3 可得下述

引理。 
引理 3.1 在 2 中，L 正定；在 2 中，L 是一个 N N× 维的半正定矩阵，它的秩为 1N − 。此外，L 的

零空间为 ( ) ( ){ }T1, ,1 |Ker L t t= ∈  。 
葛化彬在[11]中指出在 2 中， BL L= ，在 2 中， BL L A= + ，此外， BL 半正定，A 是正定的。 
设 f 是作用在顶点集 V 上的任意函数，它可看作一个 N 维向量，则离散拉普拉斯算子 Δ定义为 

( ) ( ) ( )T

1

2
.

N
i i

i ji i
j j

K
f f L f f

u
β

=

∂ + π
∆ = ∆ = − =

∂∑                        (16) 

葛化彬在[9]中指出，在 2 中， 

( )
~

,i ij j i
j i

f B f f∆ = −∑                                 (17) 

此外，葛化彬和徐旭在[11]中指出，在 2 中， 

( )
~

.i ij j i i i
j i

f B f f A f∆ = − −∑                               (18) 

3.1. 对离散拉普拉斯算子的估计 

这里对 ijB 和 iA 进行估计，我们得到下述引理。 
引理 3.2 参考引理 3.1 [11]和引理 3.1 [9]在 2 中，任取 ije ，其中1 ,i j N≤ ≤ ，可得 

0 2 3,ijB< <                                     (19) 

在 2 中，可得 

0 1,ijB< <  

0 cosh1 cosh1,i iA d d< < ≤  

这里 { }1max i N id d≤ ≤= ， id 是点 iv 的度，即与 iv 相邻的点的个数。 
此外，葛化彬在[10]中给出的引理 2.2 和 2.3 是证明方程解的长时间存在性和收敛性的关键步骤，我

们可推广他的结果，得到下述两个引理。 
引理 3.3 在 2 中，给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ 。任选双曲三角形 ijk∆ ，其三个顶点

处圆的半径分别为 , ,i j kr r r ，对于任意常数 1 1c ≥ ，均存在一个充分大的常数 ( )1 0C C c= > 使得当 ir C≥ 时，

有 
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( ) ( )1 11 0.jk
ijk i

i

c Area c
r

θ∂  + ∆ + ≥ ∂
 

基于引理 3.3，我们可以得到下述引理。 
引理 3.4 对于任意常数 1 1c ≥ ，均存在一个充分大的常数 ( )1 0C C c= > 使得当 ir C≥ 时，有 

1 .i ij
j i

A c B
∼

≥ ∑  

令 1 1c = ，则引理 3.3 和 3.4 即为葛化彬[10]中的引理 2.2 和 2.3。因此，我们的结果将[10]中引理 2.2
和 2.3 从 1 1c = 推广至任意常数 1 1c ≥ 。 

下面我们将给出上述两个引理的证明。 
证明[引理 3.3]：取一点 iv ，使得 ir 与 ir 充分接近， i ir r> 且点 iv 与点 iv 位于边 ije 的同侧。在[11]中，

葛化彬指出当圆包装度量 ir 增加时，对应点 iv 的内角 iθ 会增加，显然 k
j
ik i

jθ θ> ，所以点 iv 处于双曲三角

形 ijk∆ 的内部，过点 iv 作 i jiv S e⊥ ，垂足为点 S，详情可参考图 3。 
 

 
Figure 3. A hyperbolic triangle for lemma 3.3 
图 3. 引理 3.3 的一个双曲三角形 

 
证明该引理等价于证明对于任意 i ir r> ，下述不等式成立。 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 1 0.jk
i

jk
ijk iijkc Area c c Area cθ θ+ ∆ + − + ∆ − ≥  

由 2 中的 Gauss-Bonnet 公式得，在双曲三角形 ijk∆ 中有 ( )jk ik ij
i j k ijkAreaθ θ θ+ + = π− ∆ 。 

设 ik ik
j jx θ θ= − ， ij ij

k ky θ θ= − ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

.

jk jk
ijk iijk i

ijkijk

iij iik

iij iik

c Area c c Area c

Area Area c x c y

Area Area c x c y

Area c x Area c y

θ θ+ + − + −

= − − −

= +

∆ ∆

∆ ∆

∆ − −

= − + −

∆

∆ ∆

                    (20) 

所以我们仅需证明 ( ) 1 0iijArea c x− ≥ 即可。由于 i ir r> ，可得 ijijl l> ， ij ij
i iθ θ> 。考虑到 

( )ij ij
i i iijx Areaθ θ+ + = π ∆− < π，因此

2
ij
iθ

π
< 。由于 ir 充分接近于 ir ，所以 1iil ≤ 。由双曲余弦定理得 cos x

的极限存在，即 
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cosh cosh cosh
cos 1, .

sinh sinh
ij ij ii

i
ij ij

l l l
x r

l l
−

= → → +∞  

因此可以找到一个正常数 1C 使得当 1ir C≥ 时，有
( )14 1

x
c

π
≤

+
成立。 

设 j

i

Sv
vγ θ= ，当

4
γ π
< 时，显然有 ( )11

2
c xγ π

+ + < ，然而由 2 中的 Gauss-Bonnet 公式得 

( ) ,
2 i jSv vx Areaγ π

+ + + ∆ = π  

因此 ( ) ( ) 1i jSv viijArea Area c x∆ > ∆ > 。 

当
4

γ π
≥ 时，

sinh 2sin
sinh 2

jSv

ij

l

l
γ= ≥ 。由于 cos sin cosh

jSvx lγ = ，
tanh

cos
tanh

jSv

ij

l
x

l
= 并且 

sinh
sin sin

sinh
jSv

ij

l

l
γ = ，然后由[10]得 

( )( ) cosh 1
sin sin .

2i j
i

Sv v
r

Area x∆
−

≥                              (21) 

考虑到当 0x > 时， cosh x 递增且无上界，因此这里我们可以选取一个常数 2C 使得当 2ir C≥ 时有

1
cosh 1

2
ir c
−

≥ 。因此可得 

( )( ) 1 1sin sin sin ,
i jSv vArea c x c x≥ ≥∆  

因为 x 和 1c x 都属于 0,
2
π 

 
 

且 1 1c ≥ ，所以右侧不等式成立。注意到 ( ) 0,
2i jSv vArea π ∈


∆ 


，因此可得 

( ) ( ) 1 ,
i jSv viijArea Area c x∆∆ > >  

记 { }1 2max ,C C C= ，则引理 3.3 证毕。 
下面我们将证明引理 3.4。 
证明[引理 3.4]： 

( )

( )

( )( )

1 1
~ ~

1

1 1

sinh sinh sinh

sinh sinh sinh

sinh

ijk

ijk ijk

ijk

ijk

jk jl
ijk i i

i ij i j j
j i F j ii j j

ik ij
ijk j k

i i i
F Fi i i

ik ij
ijk j k

i
F i

Area
A c B r c r r

r r r

Area
r c r r

r r r

Area c c
r

r

θ θ

θ θ

θ θ

∆

∆ ∆

∈

∈ ∈

∆

∆

∈

∂  ∂ ∂
− = − +  ∂ ∂ ∂ 

∂  ∂ ∂
= − +  ∂ ∂ ∂ 

∂ − −

∆

∆

=

=

∆

∂

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

( ) ( )1 11
sinh 0.

jk
ijk i

i
F i

c Area c
r

r

θ

∈

 ∂ + +

∂

∆  ≥∑

           (22) 

证毕。 
定义 3.5 在 2 和 2 中，给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × ，定义分支组合 Calabi 能量 E 为 
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( ) ( )( )
1

2 .
N

i i
i

E r K r β
=

= + π∑                                  (23) 

3.2. 分支组合 Ricci 势 

在 2 和 2 中，因为
( ) ( )22 j ji i

j i

KK
u u

ββ ∂ + π∂ + π
=

∂ ∂
 ( 参考引理 2.3 [6]) ，所以光滑 1- 形式

( )( )1 2 d ii
N

i iK u uβ
=

+ π∑ 是闭的。蓝师义–戴道清[16]定义分支组合 Ricci 势如下。 

定义 3.6 给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × 。在 2 中，定义分支组合 Ricci 势为： 

( ) ( )( )
1

2 d , ,
Nu N

i i ia
i

F u K u u uβ
=

= + π ∈∑∫                            (24) 

在 2 中，定义分支组合 Ricci 势为 

( ) ( )( ) 0
1

2 d , ,
Nu N

i i ia
i

F u K u u uβ <
=

= + π ∈∑∫                            (25) 

这里 Na∈ 是任意常数。 
引理 3.7 在 2 中，若分支组合 Calabi 流方程的解 ( ){ }r t 存在，则 ( ) ( )1 1 0N N

i ii ir t r
= =

=∏ ∏ 以及

( ) ( )1 1 0N N
i ii iu t u

= =
=∑ ∑ 均是常数。 

由[16]中定理 1，可得分支组合 Ricci 势的凸性： 
引理 3.8 在 2 中，分支组合 Ricci 势 F 在 ( ),0 N−∞ 上严格凸。在 2 中，F 在 N 上凸且在超平面

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }T
1 2 1, , , | 0N

N iiu t u t u t u t
=

= =∑ (或超曲面 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }T
1 2 1, , , | 1N

N iir t r t r t r t
=

= =∏ )上严格

凸。 
由引理 3.8 可得下述刚性定理，参考文献[4] [5] [16]。 
引理 3.9 在 2 和 2 中，记圆包装度量 ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , Nr t r t r t 到组合高斯曲率 

( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , NK t K t K t 的映射为 0: N N

>Π →  。则 
在 2 中，Π是单射，所以组合高斯曲率唯一决定圆包装度量。 

在 2 中，在超平面 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }T
1 2 1, , , | 0N ii

Nu t u t u t u t
=

= =∑ 上，Π是单射，所以在不考虑刚性运

动下组合高斯曲率唯一决定圆包装度量，即 K 与 aK 决定同一圆包装度量，这里 a 是任意非零常数。 
葛化彬(参考定理B.2 [9])和葛化彬–徐旭(参考引理B.1 [11])证明了组合Ricci势在 2 和 2 中的真性，

这里我们可将他们的结果推广到分支情形。 
引理 3.10 在 2 中，分支组合 Ricci 势 F(25)满足 

( )lim ,
u

F u
→+∞

= +∞                                   (26) 

在 2 中，分支组合 Ricci 势 F(24)满足 

( )lim .
uu

F u
∈→+∞

= +∞


                                (27) 

由于引理 B.1 [11]得 ( ) ( )*
1 d

u
i iia

NF u K u u
=

= ∑∫ 满足真性，显然有引理 3.10 成立。 

4. 分支组合 Calabi 流解的长时间存在性 

在这章中，我们将证明在 2 和 2 中，分支组合 Calabi 流的解 ( ){ }r t 长时间存在。 
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定理 4.1 在 2 和 2 中，给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × 。任给初值圆包装度量 ( )0r ，分支组合 Calabi 流的解 ( ){ }r t
长时间存在。 

为了证明该定理，我们需要下面的引理(参考引理 3.5 [6])。 
引理 4.2 对于任意的 0> ，均存在一个充分大的常数 l，使得当 ir l> 时，双曲三角形 ijk∆ 中点 iv 处的

内角 jk
iθ 有 

.jk
iθ <   

现在我们开始证明定理 4.1。 
证明：设 id 为点 iv 处的度，即与 iv 相邻的点的个数。记 { }1max , , Nd d d=  ，则 ( )2 2id K− π < < π。

在 2 中， 

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )

T

1

2 2

2

2 2

2 2 .

i i i
N

ij j j
j

ij j j ii i i
j i

ij j i j i
j i

K L K

L K

B K L K

B K K

β β

β

β β

β β

=

∼

∼

 ∆ + π = − + π 

= − + π

= − − + π − + π

= − + π− π

∑

∑

∑

                   (28) 

由引理 3.2 得 0 2 3ijB< < ，可得 ( )2i iK β∆ + π 上有界，即 

( ) ( )max2 2 3 2 ,i iK N d cβ β∆ + π < + π   

这里 { }max 1 2max , , , Nβ β β β=  。 

因此
d
d

iu
c

t
< ，进而我们得到解 ( ){ }r t 满足 

2 3e e ,ct ct
ic r c− ≤ ≤  

这里 ( ) ( ) ( ){ }2 1 2min 0 , 0 , , 0Nc r r r=  ， ( ) ( ) ( ){ }3 1 2max 0 , 0 , , 0Nc r r r=  ，因此在 2 中分支组合 Calabi 流(9)
的解 ( ){ }r t 长时间存在。 

在 2 中，根据引理 4.2，可得对于任意点 iv ，存在一个充分大的 0l > ，使得当 ir l> 时，三角形 ijk∆

中点 iv 处的内角 jk
iθ 小于

d
π
，因此 iK > π。令(18)中 2f K β= + π，则 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

~

max
~

max
~ ~

max min
~ ~

max min
min

~min

d1 2 2 2
sinh d

2 2 2 2

2 2 2

2 4 2

1 4 2
2

1 2

i
ij j i j i i i i

j ii

ij i i i i i
j i

ij ij i i i
j i j i

ij ij i
j i j i

ij
j i

r
B K K A K

r t
B K A K

B B A K

B B A

B

β β β

π β β β

β β

β β

β β
β

β

= − + π− π − + π

< − + π− π − + π

 
= π + π − + + π 

 
 

≤ π + π − π+ π + 
 

+ −
= π+ π −

+

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ .iA
 
 
 

                  (29) 
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令引理 3.4 中 max min
1

min

1 4 2
1

1 2
c

β β
β

+ −
= ≥

+
， ( ){ }max , , 0 1iQ l C r= + ，则当 ir Q> 时，有

d1 0
sinh d

i

i

r
r t

< ，所

以解 ( ){ }r t 有上界。 

下面我们将证明解 ( ){ }r t 有下界。这里我们需要考虑分支组合 Ricci 势 ( )F u ，对 ( )F u 求导得

( ) ( )( )( )Td
2 2 0

d
F u

K L K
t

β β= + π − + π ≤ ，因此 ( )F u 沿着分支组合 Calabi 流是单调不增的。又因为引理 3.10

指出 ( )lim u F u→+∞ = +∞，所以存在一个仅依赖于三角剖分，分支结构与初值 ( )0r 的正常数δ ，使得对

于任意点 iv 和时间 t，均有 ( )iu t δ≥ − ，因此解 ( )ir t 有下界，即 

1 eln .
1 eir

δ

δ

−

−

+
≥

−
 

综上，在 2 中分支组合 Calabi 流的解 ( ){ }r t 长时间存在，证毕。 

5. 分支组合 Calabi 流解的收敛性 

在这一章中，我们将证明在 2 和 2 中分支组合 Calabi 流(9)和(10)解 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 的收敛性。 
定理 5.1 在 2 和 2 中，给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × 。任取一初值圆包装度量 ( ) ( ) ( )( )1 00 0 , , 0 N
Nr r r >= ∈  满足

( )1 1N
ii r t

=
=∏ ，设 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 是分支组合 Calabi 流长时间存在的解，则当且仅当存在一个分支圆包

装度量 br 时，解 ( ){ }r t 收敛。若解收敛，则必指数收敛。 
为了证明定理 5.1，我们需要下面的引理。 
引理 5.2 在 2 和 2 中，给定一个固定的加权三角剖分曲面 ( ), ,X T Φ ，其分支结构为

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,m mbr P b b b V Nβ β β= ⊂ × 。设存在一个分支圆包装度量 br ，分支组合 Calabi 流的解

( ){ }r t M⊂ ，这里 M 是 0
N
> 中的一紧集，则解 ( ){ }r t 指数收敛到分支圆包装度量 br 。 

下面我们将给出引理 5.2 的证明。 
证明：对 2i iK β+ π求导，得到 

( ) ( ) ( )2d 2 d 2 d 2 .
d d d

K K u L K
t u t
β β

β
+ π + π

= = − + π  

因为 L 在 2 中是正定的，在 2 中半正定，所以我们可取 L 的最小正特征值为 1λ ，然后对分支组合

Calabi 能量进行求导得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

T

2

2
1

2
1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 .

T

T

E t K K

K L K

K K

E t

β β

β β

λ β β

λ

′′ = + π + π

= − + π + π

≤ − + π + π

= −

 

因此我们得到 ( ) 2
12

0e tE t E λ−≤ 且 ( ) ( ) ( ) 2
1

02 2 e t
i iK t K t E t E λβ β −+ π ≤ + π = ≤ 。又因为 ( ){ }r t M⊂ ，

M 是 0
N
> 中一紧集，所以沿着分支组合 Calabi 流， ijL ， ir 和 sinh ir 是有界的。因此在 2 中，我们有 

( ) ( ) 2
1

1

d
2 2 e ,

d

N
ti

i i i i ij j j
j

r
r K r L K m

t
λβ β −

=

= ∆ + π = + π ≤∑  

在 2 中，可得 
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( ) 2
1

1

d
sinh 2 e ,

d

N
ti

i ij j j
j

r
r L K n

t
λβ −

=

= + π ≤∑  

这里 ,m n 是两个充分大的正常数。这说明，无论是在 2 还是 2 中，分支组合 Calabi 流的解 ( ){ }r t 指

数收敛。记 ( ) * ,r t r t→ → +∞以及 ( ) * ,K t K t→ → +∞ ，显然 * 2 0K β+ π = ，所以由引理 3.9 得 *r 实际上

是一个分支圆包装度量 br ，证毕。 
下面我们将给出定理 5.1 的证明。 
证明：在 2 中，根据引理 5.2 的证明，容易得到，若分支组合 Calabi 流的解 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 收敛，

则分支圆包装度量 br 存在。 
另一方面，假设分支圆包装度量 br 存在，设 ( ) [ ){ }| 0,r t t∈ +∞ 是分支组合 Calabi 流的解，令

( ) ( )lni iu t r t= ，由 ( )1 0 1N
ii r

=
=∏ 得初值圆包装度量 0u 在超平面 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }T
1 2 1, , , | 0N ii

Nu t u t u t u t
=

= =∑ 上，由引理 3.7 可得解 ( ) [ ){ }| 0,u t t∈ +∞ ⊂  。令分支组合 

Ricci 势定义中的 ba u= ，由引理 3.9 得分支组合 Ricci 势的梯度映射 : 2F u K β∇ → + π是单射，并且 bu u=

是 F 唯一的临界点。由引理 3.1 得 F 的海塞矩阵 L 是半正定的，所以有 ( ) ( ) 0bF u F u≥ = 。进一步地，我

们还可以得到 

( ) ( ) ( )T T

1

dd 2 2 0.
d d

N
i

i i
i

uF K K L K
t t

β β β
=

= + π = − + π + π ≤∑  

所以 F 沿着分支组合 Calabi 流是单调递减的，即 ( ) ( ) ( )( )0 0bF u F u F u= ≤ ≤ ，由引理 3.10，可得

( )lim u u
F u→+∞ ∈

= +∞


，因此 ( ){ } ( ) ( )( )1
0, 0uu t F F u

−

∈
 ⊂  

且 ( ) ( )( )1
0, 0uF F u

−

∈
  

是一个紧集，因此

( ){ }r t M⊂ ，这里 M 是 0
N
> 中的一紧集，所以由引理 5.2，可得分支组合 Calabi 流方程解 ( ){ }r t 指数收敛

到分支圆包装度量 br 。 
在 2 中，证明与在 2 中完全类似，此处省略。证毕。 

6. 结论 

分支组合 Calabi 流是四阶曲率流，无法建立类似 Chow 和罗锋[6]在组合 Ricci 流证明中的极大原理，

这是研究的一大难点。我们推广了葛化彬等人[8] [9] [10] [11]在组合 Calabi 流中使用的几何方法，克服了

难点，证明了分支组合 Calabi 流解的长时间存在性与收敛性。 
引理 3.3 和引理 3.4 中的一致估计是分支组合 Calabi 流解的长时间存在性与收敛性证明的关键步骤，

为此我们将葛化彬和华波波[10]中的类似估计从 1 1c = 成功推广到了任意常数 1 1c ≥ 。 
综上所述，本文对于组合曲率流的理论研究具有一定的借鉴价值，同时还有潜在的应用价值。 
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