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摘  要 

本文研究了带有工作休假的可见M/M/2排队系统的均衡止步策略和社会最优策略。在带有工作休假的

M/M/2排队中，两个服务台独立工作，并且在休假期间以较低的服务速率进行工作，而不是完全停止工

作。顾客到达排队系统后，根据对队长和服务台状态的观察，并结合收支结构，决定是否进入排队或止

步。基于带有工作休假的M/M/2排队系统，本文研究了完全可见情形下的顾客均衡止步策略，并且从社

会收益的角度分析了顾客的纳什均衡策略，得到了所有顾客遵循相同均衡阈值策略下的社会最优策略。

最后，通过数值例子说明了系统参数对社会收益的影响，得到社会收益关于排队系统在正常忙期与工作

休假期间服务时间和休假时间呈负相关的结论。 
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Abstract 
The equilibrium balking strategies and social optimal strategies are investigated in the paper for 
observable M/M/2 queue with working vacations. In such an M/M/2 queue with working vaca-
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tions, two servers work independently and work with a lower service rate rather than stopping 
work altogether during the vacation period. Upon customers arrive at the queuing system, they 
decide whether to join or balk the queue based on observation of the queue length and the status 
of the servers, along with the reward-cost structure of the system. Based on the M/M/2 queue with 
working vacations, we study customers’ equilibrium joining strategies in the fully observable case. 
We analyse customers’ equilibrium strategies in terms of the social welfare, and obtain the social 
optimal strategies under which all customers follow the same equilibrium threshold strategies. Fi-
nally, a numerical example is given to illustrate the influence of system parameters on social wel-
fare. It is found that the social welfare is negatively related to the service time during normal busy 
period and working vacation period and vacation time. 
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1. 引言 

在过去的几十年中，人们致力于研究可见排队系统，该系统涉及顾客的个体行为和社会最优控制。

Naor [1]率先提出对可见的单服务台排队系统进行经济分析，即到达的顾客可观察到队长，然后决定是否

进队。Edelson 和 Hildebrand [2]考虑了不可见的情形，即顾客在不知道排队状态的情况下做出决定。Hassin
和 Haviv [3]进行了具有优先级的排队模型的经济分析，其中可以购买两个优先级，并且得到了所有纳什

均衡策略(纯阈值策略)。与经典排队系统不同，顾客可以根据其到达得到的可用信息做出自己的决定。因

此，这些系统可以被建模为顾客之间的博弈，而基本问题是确定纳什均衡。到目前为止，越来越多的文

献涉及对 M/M/1 排队的顾客止步行为的经济分析，具体参见[4]-[12]等。Hassin，Haviv [13]和 Stidham [14]
的专著总结了关于各种可见模型的主要方法和几个结果，并提供了大量参考文献。 

大量文献考虑了经典休假排队模型中顾客的策略行为。Burnetas 和 Economou [5]最先研究了具有启

动时间的 M/M/1 休假排队系统，并且分别得到了可见情形和不可见情形下的顾客均衡阈值策略。Sun 等

[11]在 Burnetas 和 Economou [5]的模型基础上，研究了具有启动和关闭的可见 M/M/1 休假排队系统中的

均衡阈值策略。Economou 等[15]研究得到了休假时间和服务时间是服从一般分布的不可见 M/G/1 排队系

统中的顾客纳什均衡和社会最优进队策略。Guo 和 Hassin [10]研究了 N-策略休假的 M/M/1 排队系统，并

且分别得到了完全可见和完全不可见情形下顾客均衡止步策略和社会最优策略。Guo 和 Li [16]分析了 N-
策略休假 M/M/1 的排队系统，得到了几乎可见情形下顾客的策略行为。Liu 等[17]研究了具有单重休假的

离散和连续可见排队系统中顾客的均衡阈值策略。Ma 等[18]研究了具有多重休假的 Geo/Geo/1 排队系统

中顾客的均衡止步策略。Wang 等[19]应用博弈论研究了具有同步和异步多重休假的 M/M/K 排队系统，

并得到了顾客的均衡止步策略和社会收益函数。在他们具有多重休假的 M/M/K 排队模型中，服务台在休

假期间完全停止服务，而在实际生活中经常会碰到服务台在休假期间也会为顾客做辅助工作的情形，例

如，当处于下班时间或节假日期间，医院的线上咨询系统会为患者提供在线服务。于是，本文对 Wang
等[19]的模型进行了推广，研究了一个工作休假的 M/M/K 排队系统，该系统允许服务台在休假期间以较

低的速率为顾客提供服务。 
本文研究了带有工作休假的 M/M/2 排队中顾客的均衡行为。系统中的两个服务台独立工作，并且在
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工作休假期间以较低地速率工作，而不是完全停止工作。本文将根据到达时可观察到的信息，研究顾客

进队或止步的最佳策略，即当顾客到达时，已知队长和服务台状态下对顾客的纳什均衡进行研究。并且，

本文研究了当所有顾客遵循相同均衡阈值策略情况下的社会收益。最后，通过数值例子说明系统参数对

社会收益的影响。 
本文研究了具有工作休假的可见M/M/2排队系统的顾客均衡止步策略和社会最优策略，在此模型中，

两个服务台独立地在工作和休假这两个状态间交替，并在对应状态下提供相应的服务。本文所研究的排

队模型具有一定的应用价值，可应用于具有并行子系统的在线咨询服务系统的建模，例如线上医院咨询

服务系统。对于这样的线上咨询服务系统，子系统可能会独立地进入休假期，即当一个子系统处于以较

低速率提供服务的工作休假期时，另一个子系统可能会以正常速率提供服务，其研究理论可以为系统决

策者提供相应的决策建议。 
本文剩余部分的结构如下：第 2 节中具体描述了带有工作休假的 M/M/2 排队模型和收支结构；第 3

节中确定了完全可见排队的顾客均衡止步策略；第 4 节中计算了系统的稳态概率分布，并得到了社会最

优策略；在第 5 节中，通过数值实验，分析系统参数对社会收益的影响。 

2. 模型描述 

本文考虑一个具有无限等待空间的两服务台排队系统，顾客到达是参数为 λ 的泊松过程，服务顺序

是先到先服务。每个服务台独立地有两种服务状态：正常忙期和工作休假期。一旦服务台前没有顾客，

它就开始进入平均持续时间为1 θ 的工作休假期。如果在工作休假期间有顾客到达，则服务台以比较低的

速率 0µ 提供服务。如果工作休假期结束时服务台前依然没有顾客到达，服务台进入下一个工作休假期，

直到服务台前有顾客。否则，它将立即切换成正常工作状态为顾客提供服务。当处于正常忙期时，每个

服务台的服务速率为 1µ ，此外，假设两个服务台独立地在正常忙期和工作休假期间交替，两种服务状态

下的服务时间和休假时间都服从指数分布，并且 0 1µ µ< 。 
用 ( ) ( )( ),N t I t 表示 t 时刻系统的状态，其中 ( )N t 和 ( )I t 分别表示系统中的顾客数和处于正常忙期的

服务台数量，则随机过程 ( ) ( )( ){ }, , 0N t I t t ≥ 是一个连续马尔可夫链，状态空间为 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ },0 0 0 1 ,1 1 1 1 ,2 2 2 1e e en n n n n n n n nΩ = ≤ ≤ + ≤ ≤ + ≤ ≤ +U U ，并且非零转移率为 

( )( ), 1, , , 1, 2, , 0,1, 2,n i n iq n i i i iλ+ = = + + =L
 

( )( ) 11,1 0,0 ,q µ=
 

( )( ) 12,2 1,1 2 ,q µ=
 

( )( ) 01,0 ,0 , 0,1, ,n nq nµ+ = = L
 

( )( ) 0 11,1 ,1 , 1, 2, ,n nq nµ µ+ = + = L
 

( )( ) 11,2 ,2 2 , 2,3, ,n nq nµ+ = = L
 

( )( ),0 ,1 2 , 1, 2, ,n nq nθ= = L
 

( )( ),1 ,2 , 2,3, ,n nq nθ= = L
 

对应的状态转移图如图 1 所示。 
顾客在到达时根据系统中顾客数量和服务台状态来选择进入排队和止步的行为是本文需要研究的行

为策略。为了对决策过程建模，本文假设每个顾客在被服务后可以获得 R 单位的收益，这反映的是顾客
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的对服务的满意程度或者被服务的附加价值。另一方面，每个顾客在系统中(排队或服务中)单位时间的等

但成本为 C。顾客都是风险中立的并且使他们的平均收益最大化。当到达系统后，顾客通过自己掌握的

系统顾客数量和服务台状态这两个信息，评估出自身的平均等待收益，并依此做出进队或止步的决定。

规定顾客在做出选择后不能反悔，既不能在排队中途退出也不能在止步后重新到达。 
 

 
Figure 1. Transition rate diagram of the working vacations queue model 
图 1. 工作休假排队模型的状态转移图 

 
下面，本文将对带有工作休假策略的排队模型展开经济学分析，得到完全可见情形下顾客的均衡止

步策略和所有顾客遵循相同均衡阈值策略情况下的社会最优策略。并且通过对工作休假排队模型中性能

指标的参数效应分析，实现对工作休假模型更优化的设计和控制，提高实际系统的运行效率，在实际应

用中获得更大的经济效益。 

3. 完全可见情形的均衡止步策略 
本节研究了两个服务台独立的在正常忙期和工作休假期之间交替的可见排队，通过收支结构和分析

出的顾客平均逗留时间来求解顾客的均衡止步策略。完全可见情形下，顾客在到达系统时，可以观察到

服务台的状态 ( )I t 和系统中的顾客数 ( )N t ，并遵循纯阈值进队策略 ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e en n n ，即顾客在 t 时

刻到达系统，观察到系统状态为 ( ) ( )( ),N t I t ，如果 ( ) ( )( )eN t n I t≤ ，他们就选择进入排队，如果
 

( ) ( )( )eN t n I t> ，他们就选择止步。 

定理 1. 在完全可见的 M/M/2 工作休假排队中，存在均衡的阈值进队策略 ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e en n n ，并且

该策略是个弱占优的策略。 

( ) 00 ,en x=                                         (1) 

( ) 11 ,en x=                                         (2) 

( ) 122 1,e
Rn

C
µ = −  

                                   (3) 

其中， 0x 是方程 

( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

2 2 2 2
1 0 1 0 1 1 0 1 0 0

2
01 0

0 1 0 1 0 0 1 1 0
2

1 0 1 11

2 2 2

2

22

x

x
x R

C

µ µ θ θ µ µ µ θ µ θ θ µ µ µ µ
µ θµ µ θ

θ µ µ µ µ µ θ µ µ µ µ
µ µ θ µ µ θµ θ

 + + − + + − − −      +  

− − + +  + −
+ + + = + + 

            (4) 
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的唯一解； 1x 是方程 

( )( )( )
( )( )

0 1 0 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1 1 12 2 2

x
x R

C
θ µ µ µ µ µ θ µ µ µ µ θ

µ θ µ θ µ µ µ µ θ µ µ θ
− − + +  + − +

+ + = + + + + 
              (5) 

的唯一解。 
证明 由收支结构可知，一个新到达的顾客到达发现系统状态为 ( ),n i ，他选择进入排队的平均收益是 

( ) ( ), , ,S n i R CT n i= −                                   (6) 

其中 ( ),T n i 表示该顾客选择进队后在系统中的平均逗留时间。通过对一步状态转移率的分析，有以下方程： 

( )
0 0 1

1 1,0 , 0,1,T n nθ
µ θ µ θ µ

= + =
+ +

                            (7) 

( ) ( ) ( )0

0 0 0

1,0 1,0 ,1 , 2,3, ,
2 2

T n T n T n n
µ θ

µ θ µ θ µ θ
= + − + =

+ + +
L                 (8) 

( )
0 0 1

1 11,1 ,T θ
µ θ µ θ µ

= +
+ +

                               (9) 

( ) ( ) ( )1 0

1 0 1 0 1 0

1,1 1,1 ,2 , 2,3, ,T n T n T n n
µ µ θ

µ µ θ µ µ θ µ µ θ
+

= + − + =
+ + + + + +

L            (10) 

( )
1 1

1 1,2 , 2,3, .
2
nT n n
µ µ
−

= + = L                              (11) 

将(11)代入(10)得到非齐次常系数一阶差分方程： 

( ) ( ) ( )
( )

1 0

1 0 1 1 0 1 0

1 1,1 1,1 , 2,3, ,
2

n
T n T n n

θµ µ
µ µ θ µ µ µ θ µ µ θ

++
− − = + =

+ + + + + +
L            (12) 

根据初始条件(9)，求解得到(12)的特解： 

( ) ( )( )( )
( )( )

0 1 0 0 1 0 1 1 0

1 0 1 0 0 1 1 1

,1 , 1, 2, ,
2 2 2

n
nT n n

θ µ µ µ µ µ θ µ µ µ µ θ
µ θ µ θ µ µ µ µ θ µ µ θ

− − + +  + − +
= + + = + + + + 

L        (13) 

将(13)代入(8)得到非齐次常系数一阶差分方程： 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( )

0 1 0 0 10 0 1
2

0 0 11 0 1 0

1 0

1 0 1 0

,0 1,0
2

2
                                             , 2,3, ,

2 2

n

T n T n

n n

θ µ µ µ µ µ θµ µ µ
µ θ µ µ θµ µ θ µ µ

µ µθ
µ µ θ µ µ θ

− − + +  +
− − =  + + ++ +  

−
+ + =

+ +
L

            (14) 

根据初始条件(7)，求解得到(14)的特解： 

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

2 2 2 2
1 0 1 0 1 1 0 1 0 0

2
01 0

0 1 0 1 0 0 1 1 0
2

1 0 1 11

2 2 2
,0

2

              , 1, 2, .
22

n

n

T n

n n

µ µ θ θ µ µ µ θ µ θ θ µ µ µ µ
µ θµ µ θ

θ µ µ µ µ µ θ µ µ µ µ
µ µ θ µ µ θµ θ

 + + − + + − − −   =    +  

− − + +  + −
+ + + = + + 

L

       (15) 

很容易检验 ( ),0T n ， ( ),1T n 和 ( ), 2T n 关于 n 是单调递增的。当完成服务后获得的收益大于等于逗留成

本，即 ( ), 0S n i ≥ ，顾客是愿意选择进入排队；当完成服务后获得的收益小于逗留成本，即 ( ), 0S n i < ，顾
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客就会选择止步。利用(6)，(11)，(13)和(15)解不等式 ( ), 0S n i ≥ ，可以得到结论，当且仅当 ( )( )en n I t≤ 时，

顾客会选择进入排队，当 ( )( )en n I t> 时，顾客会选择止步，其中 ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e en n n 如(1)，(2)和(3)所示。 

在工作休假的 M/M/2 排队模型里，假设 

0 0 1

1 1 ,R C θ
µ θ µ θ µ

 
> + + + 

                              (16) 

这确保了顾客到达发现系统为空时选择进入后的平均收益大于 0，否则顾客在系统为空时到达将永远不

会进入排队。注意到，在该策略下顾客的行为不会受到其他顾客行为的影响，即这是一个弱占优的策略。

综上，定理 1 得证。 

4. 完全可见情形的社会最优策略 

在本节中继续研究带有工作休假的可见 M/M/2 排队系统，并且从社会收益的角度分析了顾客的均衡止

步策略。基于矩阵几何法，求得排队系统的稳态概率分布，从而得到社会最优策略。在完全可见情形下，

当顾客遵循均衡阈值策略 ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e en n n 时，带有工作故障的 M/M/2 排队模型的状态转移图见图 2。 
 

 
Figure 2. Transition rate diagram of the fully observable queue with working vacations 
图 2. 完全可见情形下带有工作休假排队的状态转移图 
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其中 
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由 Q 矩阵的结构可以看出连续时间马尔可夫链 ( ) ( )( ){ }, , 0N t I t t ≥ 是拟生灭过程，那么这一随机过程

的极限概率存在，即随机过程 ( ) ( )( ){ }, , 0N t I t t ≥ 达到平稳状态，定义排队系统中的顾客数与服务台正常

忙期数量的稳态联合概率分布为 

( ) ( )( ) ( ), lim , , , .n i t
P N t n I t i n iπ

→∞
= = = ∈Ω                         (18) 

引入稳态概率向量 ( )0 1 2 2 1, , , ,
enπ π π π π +

 =  L ，其中 0π 和 ( ) ( )( )1 2 2 1n e en n nπ + ≤ ≤ + 为一维行向量，

1π 和 ( ) ( )( )0 2 1 1n e en n nπ + ≤ ≤ + 为二维行向量， ( )( )2 0 1n en nπ ≤ ≤ + 为三维行向量。对 Q 矩阵的左不变

向量求逆后，得到系统的稳态概率分布。 
根据 Hassin 和 Haviv [13]对社会收益的定义，本文将社会收益定义为所有进入系统顾客的总收益，

即社会收益是选择进队顾客的平均收益之和。 ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 为所有顾客均遵循均衡阈值策略

( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e en n n 时单位时间的社会收益。则它可以表示为 
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5. 数值例子 

本节通过数值实验分析了在带有工作休假的可见 M/M/2 的排队系统中系统参数对社会收益的影响。

本文主要研究了服务台在正常忙期的服务速率对社会收益的影响，服务台在工作休假期间的服务速率对

社会收益的影响，以及服务台休假时间对社会收益的影响。具体结果如下： 
如图 3，当 0.3λ = ， 0 0.5µ = ， 0.2θ = ， 7R = ， 1C = 时，随着 1µ 的变化，系统社会收益 

( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 的变化趋势，由图可知， ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 随着 1µ 的增加而增加，即社会收益

随着系统在正常忙期内的服务速率增加而增加。从实际情况来看，正常忙期内的服务速率越大，顾客的

平均逗留时间越短，他们更乐意进入排队，从而社会收益会有增加的趋势。 
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如图 4，当 0.3λ = ， 1 3µ = ， 0.2θ = ， 7R = ， 1C = 时，随着 0µ 的变化，系统社会收益 

( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 的变化趋势，由图可知， ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 随着 0µ 的增加而增加，即系统在工

作休假期内的服务速率增加，社会收益也随之增加。 
如图 5，当 0.3λ = ， 1 3µ = ， 0 0.5µ = ， 7R = ， 1C = 时，随着θ 的变化，系统社会收益 

( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 的变化趋势，由图可知， ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 随着θ 的增加而增加，即社会收益

随着系统休假时间的减小而增加。从实际情况来看，服务台的休假时间越长，顾客更不愿意进入排队，

社会收益会减少。 
 

 

Figure 3. ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n  versus 1µ  

图 3. ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 随 1µ 的变化曲线 

 

 

Figure 4. ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n  versus 0µ  

图 4. ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 随 0µ 的变化曲线 
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Figure 5. ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n  versus θ  

图 5. ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , 2e e eS n n n 随θ 的变化曲线 

6. 结论 

本文研究了带有工作休假的可见 M/M/2 排队系统中的顾客均衡止步策略和社会收益，并给出了数值

例子来说明系统参数对社会收益的影响。 
本文首先分析出完全可见情形下顾客的平均逗留时间，通过收支结构，得出顾客的均衡止步策略。

其次，基于矩阵几何法求出系统的稳态概率分布，从而得到社会最优策略。最后通过数值例子说明服务

台在正常忙期和工作休假期间的服务速率和休假时间对社会收益的影响，从实验结果来看，社会收益与

服务台正常忙期和工作休假的服务时间以及休假时间是呈负相关的。排队系统在正常忙期内的服务速率

越大，顾客更乐意进入排队，从而社会收益会增加；系统在工作休假期内的服务速率增加，社会收益也

会随之增加；服务台的休假时间越长，顾客更不愿意进入排队，社会收益会减少。 
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