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摘  要 

通过谱分解的方法研究了高斯白噪声扰动下分数阶强阻尼波动方程的终边值问题，这类问题是不适定的，

即解不连续依赖于终值条件，应用Fourier截断方法建立了问题的正则解，并给出正则解和精确解间的收

敛性误差估计，这说明了正则化方法的有效性。 
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Abstract 
In this paper, by using spectral decomposition method, we study a final-boundary value problem 
of the fractional strongly damped wave equations with Gauss white noise. This problem is ill-posed 
in the sense of Hadamard, i.e. the solution discontinuity depends on the final condition. Hence, re-
gularized solution is established by the Fourier truncation method. Moreover, we show the con-
vergent error estimates between the regularized solution and the exact solution, which implies 
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the regularized method is effective. 
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1. 引言 

强阻尼波动方程在模拟粘弹性材料振动中有广泛应用，它的终边值问题是一个不适定问题，即解不

连续依赖于终值条件，这种不适定性不利于实际运用中数值模拟的实现，必须采用正则化方法进行处理，

这些年来陆续出现各种关于强阻尼波动方程的正则化方法，包括 Fourier 截断正则化方法[1] [2] [3]、拟边

值方法[4]、滤波方法[5]等等，其中 Fourier 截断正则化方法是一种高效且被广泛应用到各种偏微分方程

的正则化方法，有许多相关的正则化结果[6] [7] [8] [9] [10]。 
近期随着分数阶理论的不断深入，谱分数阶拉普拉斯算子的引入有利于强阻尼波动方程搭建更多的

数学模型及模拟更多的物理现象。相应地，涉及谱分数阶拉普拉斯算子的强阻尼波动方程正则化理论较

为有限，本文应用 Fourier 截断正则化方法处理分数阶强阻尼波动方程，给出相关的误差估计，对这一块

的正则化理论进行补充。 
考虑如下分数阶强阻尼波动方程的终边值问题 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( )

1 2

0

1

, , , , 0, ,
, 0, , 0, ,
, , ,
, , .

s s
tt t

t

u u u F u x t x t T
u x t x t T
u x T f x x
u x T f x x

α β + −∆ + −∆ = ∈Ω×


= ∈∂Ω×


= ∈Ω
 = ∈Ω

                    (1) 

其中 1 20, 0, 0, 0, 0s s Tα β> > > > > ，Ω 为 n
 上带有光滑边界 ∂Ω的有界开区域。根据 ( )−∆ 算子的谱分

解定理，存在一族特征函数{ } 1k k
ϕ ∞

=
并且它们构成 ( )2L Ω 上的完备正交基使得 

( )
( )

, ,
0, .

k k k

k

x
x x
ϕ λ ϕ

ϕ
 −∆ = ∈Ω
 = ∈∂Ω

 

这里 kλ 为对应 kϕ 的谱且有 1 20 kλ λ λ< ≤ ≤ ≤ ≤ ∞  。在实际测量中往往受到不可控外界因素的

影响，如风、湿度等等。假设观察数据是在下述高斯白噪声模型[10]的驱动下获取的，以(2) (3)中的 ( )0,Nf x

和 ( )1,Nf x 分别作为 ( )0f x 和 ( )1f x 观测数据，其中 

( ) ( )0, 0 0 0 0 1
1

, , , 1, 2, , , ,
N

N k k k k
k

f x f k Nϕ ϕ ε ξ ϕ ϕ ε ε
=

= + =∑

                   (2) 

( ) ( )1, 1 1 1 0 1
1

, , , 1, 2, , , .
N

N k k k k
k

f x f k Nϕ ϕ ε ξ ϕ ϕ ε ε
=

= + =∑

                    (3) 

其中 N 称为离散观测步数， 0 10, 0ε ε> > 统称为噪声幅值， 0 , kξ ϕ ， 1, kξ ϕ 均独立同分布于标准正态分布。 
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本文对问题(1)的讨论总是基于如下假设进行，记 1 222 4s s
k k kα λ βλΛ = − 。 

(A1) 源项 ( ), ,F u x t 满足全局 Lipschitz 条件，即 

( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 2 22
, , , , , , 0, .F u x t F u x t L u u x t T− ≤ − ∈Ω×  

(A2) 当 1 22s s> 时，约定 

1 2 1 22 222
1 1 12

1

2
, 4 0.s s s ss

s
β

λ α λ βλ
α

− > − >  

(A3) 当 1 22s s< 时，约定 

1 2 1 22 222
1 1 12

1

2
, 4 0.s s s ss

s
β

λ α λ βλ
α

− < − <  

(A2)保证了此时每一 kΛ 为正数且单调递增，(A3)保证了此时每一 kΛ 为负数且单调递减。 

2. 预备知识 

如果一个函数 ( )2Lφ ∈ Ω 表示成 

1
, k k

k
φ φ ϕ ϕ

∞

=

= ∑  

的形式，那么它的 ( )2L Ω 范数可以写成 

( )2
2

2
1

, : .kL
k

φ φ ϕ φ
∞

Ω
=

= =∑  

Hilbert 空间 ( )( )0H µ µΩ >  

( ) ( ) 22

1
: , ,k k

k
H Lµ µφ λ φ ϕ

∞

=

 
Ω = ∈ Ω < ∞ 

 
∑  

并配备了范数 

( )
2

1
, : .k kH H

k
µ µ

µφ λ φ ϕ φ
∞

Ω
=

= =∑  

定义在 ( )2H µ Ω 上的谱分数阶拉普拉斯算子 ( )µ−∆  

( )
1

, .k k k
k

µ µφ λ φ ϕ ϕ
∞

=

−∆ = ∑  

给定一个完备的概率测度空间Ω ，空间 ( )( )2 2,L LΩ Ω 为 ( )2: Lφ Ω→ Ω 的所有可测函数，并配备了范

数
2

2Ε ⋅ ，其中Ε为数学期望。 

所有 ( )2L Ω 可测过程组成的函数空间 [ ] ( )( )( )2 20, , ,L T L L∞ Ω Ω ， [ ] ( )( )2 2: 0, ,T L Lφ → Ω Ω ，配备了范

数
[ ]

2

2
0,

sup
t T∈

Ε ⋅ ，记为
2L∞⋅ 。 

引理 1 [10] 若 ( ) ( ) ( )0 1,f x f x H µ∈ Ω ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22 22 2

0, 0 0 0 1, 1 1 12 2
, .N N N NH H

f x f x N f x f x f x N f xµ µ
µ µε λ ε λ− −− ≤ + − ≤ + Ε Ε  
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3. 温和解推导和不适定性分析 

为了不适定性分析和误差估计，需要导出问题(1)的温和解。根据特征函数分解定理，假设问题(1)有 

形如 ( )
1 1

, :k k k k
k k

u u u tϕ ϕ ϕ
∞ ∞

= =

= =∑ ∑ 的解，记含参数算子 ( ) ( ) ( )2 2: , 1, 2,3; 1, 2ijS t L L i jφ Ω → Ω = = ： 
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利用主方程(1)左端的半线性结构，两边同时关于 kϕ 作 ( )2L Ω 内积，根据特征函数的正交性质和分部

积分法可以反解出 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( ) { }

11 0 12 1 12 1

21 0 22 1 22 1
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∞
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∞

=


− + − − − Λ >
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∫

∫

∫

             (4) 

在(4)中，由指数项变化推知 ( ) , 1, 2,3; 1,2ijS t T i j− = = 为无界算子，这就说明了问题(1)是不适定的。 

4. Fourier 截断正则化理论 

Fourier 截断正则化方法的思想就是通过截断高频分量的方式将上述的无界算子变成有界算子，关于

问题(1)是通过以下积分方程给出相应地正则解： 

( ) ( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( ) { }
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∞
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∞

=

∞
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 − + − − − Λ <


∫

∫

∫

 



 

 

 



             (5) 

其中含参数算子 ( ) ( )
1

, , 1, 2,3; 1,2;1
J

J
ij ij k k

k
S t S t i j J Nφ φ ϕ ϕ

=

= = = ≤ <∑ 。 
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根据表达式(4) (5)可得到本文的主要结果，即在精确解先验界下正则解和精确解间的收敛性误差估 
计。定理 1 若终值条件 ( ) ( ) ( )( )0 1, 0f x f x H µ µ∈ Ω > ，(A1)~(A3)成立，则(5)中的每一积分方程均在 2L∞有

唯一解。如果假设问题(1)的精确解 [ ] ( ) ( )( )1 22 20, , s su C T H H∈ Ω ∩ Ω ，并且 

1) 当 1 22s s> 或 2
1 22 , 4 0s s α β= − > 时，若 

[ ]
( ){ }1 2

1
0, 1

sup exp , ,s
k k k

t T k
t u Mαλ ϕ

∞

∈ =

+ Λ ≤∑  

那么有 

( )( ){ } ( )( )
( ) ( ) ( ){ }

1 1

1

2 222 1 2 1 2
1 1 0 02

21 2 2 1
1 1 1 1 1

12exp 12 1

2 2 exp 4 .

s s
J J J J N H

s
N J JH

u u L T T t N f

N f M t L T T t

µ

µ

µ

µ

αλ α λ ε λ

ε λ αλ

− − −

− − −

Ε − ≤ + Λ + Λ − + Λ +
+ Λ + + − + Λ + − Λ



       (6) 

2) 当 2
1 22 , 4 0s s α β= − = 时，若 

[ ]
{ }1 2

2
0, 1

sup exp , ,s
k k

t T k
t u Mαλ ϕ

∞

∈ =

≤∑  

那么有 

( )( ) ( )
( ){ } ( ){ }

1

1 1

2 2 222 2 2 2 2
0 0 1 12

2 3 2 3
2

12 3 6

exp 3 2 exp .

s
J J N N HH

s s
J J

u u T N f T N f

L T t M L T T t t

µµ
µ µα λ ε λ ε λ

αλ αλ

− − Ε − ≤ + + + +  

× − + − −



            (7) 

3) 当 1 22s s< 或 2
1 22 , 4 0s s α β= − < 时，若 

[ ]
{ }1 2

3
0, 1

sup exp , ,s
k k

t T k
t u Mαλ ϕ

∞

∈ =

≤∑  

那么有 

( )( ) ( )
( )( ){ } ( )( ){ }

1

1 1

2 2 222 1 2 1 2
1 0 0 1 1 12

2 1 2 1
1 3 1

12 1 2

exp 12 2 exp 4 .

s
J J N N HH

s s
J J

u u N f N f

L T T t M t L T T t
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µ µα λ ε λ ε λ
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− −

 Ε − ≤ − Λ + − Λ +  

× − Λ − + − + − Λ



        (8) 

证明 本定理的证明以(6)为例，将证明过程分为两部分，(7) (8)的对应部分证明是类似的，这里略去。 
第一部分，存在唯一性的证明。考虑积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )11 0, 12 1, 12 d .
T

J J J
J N N J

t

u S t T f S t T f S t F uτ τ= − + − − −∫ 

                     (9) 

定义算子 ( ) 2 2:u L L∞ ∞Α →  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 0, 12 1, 12 d .
T

J J J
N N

t

u S t T f S t T f S t F uτ τΑ = − + − − −∫   

下面应用数学归纳法证明， 1 2 2,u u L∞∀ ∈ ，估计 

( ) ( )
( )

2

2 2
1 2 1 22 !

m

m m
L

C T t
u u u u

m
∞

−  Α − Α ≤ −Ε                        (10) 

关于m +∈ 成立，其中 ( ){ }12 1
14 exp s

J JC L T Tαλ −= + Λ Λ 。 
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当 1m = 时，由 Hölder 不等式及 ( ) { }2sinh exp 2 , 0a a a≤ > 可推知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ){ } ( ) ( ) ( )

( ){ } ( ) ( )

( )

1

1

2

2
2

1 2 12 1 22
2

21 2
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2
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2
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d

.

T
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T J
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k k k
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T
s
J J

t
T

t

L

u u S t F u F u

t
T t F u F u

T T F u F u

C u u

C T t u u

τ τ

τ
αλ τ ϕ τ

αλ τ

τ

∞

−

=

−

Α − Α = − −

  Λ −
 ≤ Λ − −     

≤ + Λ Λ −

≤ −

≤ − −

∫

∑∫

∫

∫

Ε Ε

Ε

Ε

Ε

 

这证明了估计(10)关于 1m = 成立，假设(10)关于 0m m= 成立，当 0 1m m= + 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

0 0 0 0

0
0

2

0

2

2 21 1
1 2 1 22 2

1
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1 2
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1
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!
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L
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C T u u
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u u

m

τ

τ τ ∞

∞
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+

+
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≤ − −

−  ≤ −
+

∫

∫

Ε Ε

 

这说明估计(10)关于 0 1m m= + 成立，意味着估计(10)成立。对(10)式两边关于时间 [ ]0,t T∈ 取上确界

得到 

( ) ( ) [ ] [ ]
22

1 2 1 2 , lim 0.
! !

m m
m m

LL m

CT CT
u u u u

m m
∞∞ →∞

Α −Α ≤ − =  

根据 Banach 不动点定理可知，积分方程(9)在 2L∞上有唯一的不动点 Ju ，这就完成了存在唯一性的证

明。 
第二部分，误差估计和收敛分析。 
建立如下积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )11 0 12 1 12 d ,
T

J J J
J J

t

u S t T f S t T f S t F uτ τ= − + − − −∫  

那么有 
2 2 2

2 2 2
2 2 .J J J Ju u u u u u− ≤ − + − E E E                           (11) 

应用 ( )2 2 2 23 3 3a b c a b c+ + ≤ + + 和 Hölder 不等式对(12)右端的第一项进行放缩 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
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2
2
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2

2
2 2
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2

2 222 1 1
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d

3 d

6exp 1 2
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J J J

J J N N J J
t

T
J J J

N N J J
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+

∫
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E E

E E E

E E

( )( ){ }1 22 1
1 2

12 exp d .
T

s
J J J J

t

L T t u uαλ τ τ−Λ + Λ − −∫ E
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两边同时乘以 ( ){ }1exp s
J J tαλ + Λ 得到 

( ){ }
( ){ } ( )

( ){ }

1
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依 Gronwall 不等式知 
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E E E  (12) 

依精确解的先验界对(11)右端的第二项放缩 
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+ + Λ − + Λ

≤ Λ + Λ − −

+ + Λ − + Λ

∫

∑

∫

∑

E E

E

 

两边同时乘以 ( ){ }1exp s
J J tαλ + Λ 得到 

( ){ } ( ){ }1 12 22 1
1 12 2

exp 4 exp d ,
T

s s
J J J J J J

t

t u u L T u u Mαλ αλ τ τ−+ Λ − ≤ Λ + Λ − +∫E E  

依 Gronwall 不等式知 

( ) ( ){ }12 2 1
1 12
exp 4 .s

J J Ju u M t L T T tαλ −− ≤ − + Λ + − ΛE                     (13) 

联立(11) (12) (13)和引理 1，就完成了误差估计(6)的证明。 
这里(6)的收敛阶为 

( ){ } ( ){ } ( ){ }{ }1 1 12 2
0 1max exp , exp , exp .s s s

J J J J N J JN T N T Tµε αλ ε αλ λ αλ−+ Λ + Λ + Λ  

只要取 { } ( )0 1max , , 2 0N νε ε ε ε ν= = − < < ，并令正则化参数 J 随 0 1,ε ε 趋于 0 满足 

( ){ } ( )1exp ~ 0s
J J T Nθαλ θ+ Λ >  

就能保证(6)的收敛，其中 

( ) ( )1 12 1~ ,0 2 , 2 1 0.n
N N N nλ θ µ θ ν

− −−→ ∞ < < − + < <  

这样就说明了 Fourier 截断正则化方法对问题(1)的有效性。 

5. 结论 

本文利用 Fourier 截断正则化方法研究了高斯白噪声扰动下分数阶强阻尼波动方程的正则化理论，通
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过温和解的表达式阐明了问题的不适定性，在精确解先验界下得到了正则解和精确解间的收敛性误差估

计式，这一结果说明了正则化方法的有效性，并为分数阶强阻尼波动方程正则化研究提供了研究启示。 
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