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摘  要 

本文研究的是一类半线性分数阶时滞微分方程的Hyers-Ulam稳定性问题。我们根据微分方程的解与逼近

方程的解在初始区间所满足的条件是否一致，将问题分成两种情形进行讨论。我们采用了逐次逼近、不

动点理论、Gronwall型不等式等方法。最后我们分别得到了这两种情况下分数阶时滞微分方程的

Hyers-Ulam稳定常数。 
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Abstract 
In this paper, we devoted to study the Hyers-Ulam stability problem of a class of semilinear frac-
tional delay differential equations. We divide this problem into two cases according to whether 
the initial conditions of the exact solution and the approximate solution of the differential equa-
tion are consistent. We use the successive approximation method, Weissinger’s fixed point theo-
rem and Gronwall’s inequality. Finally, we prove the fractional delay differential equations are 
Hyers-Ulam stable and obtain two Hyers-Ulam stability constants in the two cases, respectively. 
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1. 引言 

分数阶时滞微分方程的相关研究近年来备受青睐。从上世纪 70 年代起，学者们渐渐发现分数阶微积

分可以与物理、工程、材料、医学和经济学等领域中的一些现象或过程建立起密切的联系，并且在使用

数学模型描述和刻画现实过程时，分数阶微积分也是一种很好的手段[1] [2] [3]。而时滞微分方程有时则

能更好地描述现实世界很多自然现象和规律。所以分数阶时滞微分方程在理论和应用方面都得到了一定

的发展。 
本文，我们研究下面这种定义在 D 上的半线性的分数阶时滞微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性：  

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

, , , ;

, , ,

c
tD x t f t x t a

x t t t r

α
σ

σ

σ σ

φ σ σ

= ∈ +

= ∈ −




                             (1) 

其中 cDα
σ 是α 阶 Caputo 型分数阶微分算子， 0 1α< < 。不失一般性地， 1a > 指代预设的迭代区间长度。

0r > 是有限时滞。区域 [ ]( ),0 ,D C r E⊂ × − ， ( ), :tf t x D E→ 为连续线性泛函。 

Hyers-Ulam 稳定性主要处理的问题是：什么时候一个泛函方程的近似解必须逼近它的一个精确解？

这类稳定性问题可以追溯到 S.M. Ulam 在 1940 年的一次的讲话[4]，其中涉及到一个泛函方程的稳定性问

题。从此，一系列泛函方程的稳定性问题开始得到大批数学家的广泛关注[5]-[13]。事实上，已经发展出

很多类型的 Ulam 稳定性，除了我们本文研究的 Hyers-Ulam 稳定性，还有广义的 Hyers-Ulam 稳定性、

Hyers-Ulam-Rassias 稳定性以及广义的 Hyers-Ulam-Rassias 稳定性等。逐次逼近法[6]、不动点理论[8]、
Laplace 变换方法[7]-[14]等泛函分析方法都常被用来研究时滞微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性。关于微分

方程的 Hyers-Ulam 稳定性的更多研究结果可以参见文献[14] [15] [16]。通过逐次逼近法展示了逼近解与

精确解之间的关系，我们在本文中借助 Gronwall 型不等式，分别在两种情况下分析了一类分数阶半线性

时滞微分方程的 Hyers-Ulam 稳定性。 

2. 预备知识 

我们取 nE R= 为 n 维欧几里得向量空间，其上赋予范数 

( ) ( ) ( )1 21
max , , , , ,j nj n

x t x t x x x x E
≤ ≤

= ∀ ∈ ∈  

[ ]( ), ,C a b E 表示从区间 [ ],a b 映射到 E 中的连续函数全体，其上赋予范数 

( ){ } [ ]( )sup : , , ,f f t a t b f C a b E
∞
= ≤ ≤ ∀ ∈  

成为 Banach 空间。称函数 :f D E→ 关于第二变量满足 Lipschitz 条件，如果存在正常数 L，使得对于任

意的 ( ),t y 和 ( ),t z D∈ ，都有 
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( ) ( )1 2 1 2, , .f x y f x y L y y− < −  

定义 1. 假设α +∈ 。 [ ]1 ,L bσ 上的算子 Jα
σ 定义为 

( ) ( )
( ) ( )

1

d ,
t t s

J f t f s s
α

α
σ σ α

−−
=

Γ∫  

其中 t bσ ≤ ≤ 。 Jα
σ 称为α 阶 Riemann-Liouville 分数阶积分算子。 

定义 2. 假设 ,mα α+∈ =    。当 [ ]1 ,mD f L bσ∈ 时，α 阶 Caputo 分数阶微分算子定义为 

( ) ( ) ( )
( )

( )1 d
d .

d

m m
tm m

m
c t s f s
D f t J D f t s

m s

α
α α
σ σ σ α

− −
− −

= =
Γ −∫  

下面，我们介绍 Mittag-Leffler 函数的定义。 
定义 3. 假设 1 2, 0n n > 。当级数 

( ) ( )1 2,
0 1 2

:
j

n n
j

zE z
jn n

∞

=

=
Γ +∑  

收敛时，我们称其为带有双参数 1n 和 2n 的 Mittag-Leffler 函数。特别地，当 2 1n = 时，该函数变为单

参数的 Mittag-Leffler 函数，记作 ( ) ( )
1 1 ,1n nE z E z= 。 

定义 4. 对于给定的σ ∈， 0a > ， 0r > 以及 ( ) [ ]: ,x t r a Eσ σ− + → ，我们定义函数 

( ) ( ) , 0.tx x t rθ θ θ= + − ≤ ≤  

如果 [ ]( ), ,x C r a Eσ σ∈ − + ，那么对于任意的 [ ],t aσ σ∈ + 有 [ ]( ),0 ,tx C r E∈ − 。 

定义 5. 我们称 ( )x t 为泛函微分方程(1)的解，如果对于任意的 [ ],t aσ σ∈ + 都有 ( ), tt x D∈ 并且

[ ]( ), ,x C r a Eσ σ∈ − + 满足(1)。进一步地，对于 ( )0, Dσ φ ∈ ，如果 0xσ φ= 那么我们称 ( )x t 为初始条件为

( )0,σ φ 的方程(1)的解，此时将 ( )x t 记作 ( )0, ,x t σ φ 。 

根据[1]中的引理 5.2，我们可以写出分数阶时滞微分方程(1)的等价积分方程。 
命题 6. 设 0 1α< < ， :f D E→ 为连续线性泛函，并且关于第二变量满足 Lipschitz 条件。那么函数

( )x t 为分数阶时滞微分方程(1)的解，当且仅当 ( )x t 为下面 Volterra 积分方程的一个解： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

[ ]

11 , d , , ;

, , .

t
x t x t f x t a

x x r

α
σ τσ

σ

τ τ τ σ σ
α

φ σ σ

− = + − ∈ + Γ
 = ∈ −

∫  

从命题 6 中所示的(1)的等价 Volterra 积分方程的形式来看，我们在后续估计中将不可避免地交替出

现 tx 和 ( )x t 的范数估计[6]。所以，根据定义 5 中所述的函数 tx 和 ( )x t 的关系来分析二者范数之间的联系

时自然的。 
引理 7. 假设 [ ]( ), ,x C r a Eσ σ∈ − + ，并且有 xσ φ= 。若 

( ) ( ) ( )0 , ,x t m t t aφ σ σ≤ + ≤ < +  

其中函数 ( ) 0m t ≥ 单调递增，那么，我们有 

( ) , .tx m t t aφ σ σ
∞∞

≤ + ≤ < +  

在 Hyers-Ulam 稳定性的相关研究中，一个很重要的工具就是 Gronwall 型不等式。下面我们介绍一

https://doi.org/10.12677/aam.2022.113160


顾鹏飞 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.113160 1467 应用数学进展 
 

种在分数阶微分方程的分析和证明过程中十分重要的 Gronwall 型不等式。 
引理 8. 设 0β > 。设对于任意的 0 t T≤ < ，非负函数 ( )a t 局部可积，非负函数 ( )h t 是一个单调递增

的连续函数，并且存在常数 M 使得 ( )h t M≤ 。如果对于一个非负的局部可积函数 ( )u t ，满足不等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0
d ,

t
u t a t h t t s u s sβ −≤ + −∫  

那么，有 

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )1

0
1

d ,0 .
n

t n

n

h t
u t a t t s a s s t T

n
ββ

β

∞
−

=

 Γ
 ≤ + − ≤ <

Γ 
 
∑∫  

本节的最后，我们介绍分数阶时滞微分方程(1)满足 Hyers-Ulam 稳定性的定义。 
定义 9. 我们称分数阶时滞微分方程(1)满足 Hyers-Ulam 稳定性，如果存在一个非负常数 K 使得对于

任意的 0ε ≥ ，如果函数 [ ]: ,y r a Eσ σ− + → 满足不等式 

( ) ( ) [ ], , , ,c
tD y t f t y t aα

σ
ε σ σ+ − ≤ ∀ ∈ +  

那么一定存在相应的微分方程的唯一解 ( ) [ ]: ,x t r a Eσ σ− + → ，使得 

( ) ( ) [ ], , .y t x t K t r aε σ σ− ≤ ∀ ∈ − +  

下面我们介绍一个不动点定理[17]，它是经典的巴拿赫不动点定理的推广。 

定理 10. 假设 ( ),U d 是一个非空的完备度量空间。对于每个 0j∈ ，令 0jα ≥ 且
0

j
j
α

∞

=
∑ 收敛。进一步，

使映射 :A U U→ 满足不等式 

( ) ( ), , ,j j
jd A u A v d u vα≤  

那么对所有 j∈以及任意的 ,u v U∈ ，A 都存在一个唯一确定的不动点 u∗。此外，对于任意的 0u U∈ ，

数列 ( )0 1

j

j
A u

∞

=
都收敛于不动点u∗。 

3. 主要结果 

如引言所述，考虑 Hyers-Ulam 稳定性，实际上是考虑一个泛函方程的近似解如何可以近似为相应系

统的一个解。首先我们利用逐次逼近法和 Gronwall 型不等式，讨论了当近似解和精确解在初始时间段上

一致时的 Hyers-Ulam 稳定性。 
定理 3.1. 设 0 1α< < ， ( ) [ ]( ), : ,0 ,f t C r E Eφ × − → 关于第二变量满足 Lipschitz 条件。任给一个

0ε ≥ ，若 [ ]: ,y r a Eσ σ− + → 满足 

( ) ( ) [ ], , , ,c
tD y t f t y t aα

σ
ε σ σ+ − ≤ ∀ ∈ +  

那么方程(1)一定存在唯一的解 [ ]: ,x r a Eσ σ− + → ，且 x yσ σ= 。此外， 

( ) ( )
( ) 1

.
E L

y t x t
L

α
α α

ε
−

− ≤  

证明：定义 ( ) ( ) [ ]0 , ,x t y t t r aσ σ= ∈ − + 。显然， [ ]( )0 , ,x C r a Eσ σ∈ − + ，并且对于所有的 

[ ],t aσ σ∈ + ，有 ( ) [ ]( )0, ,0 ,tt x C r E∈ × − 。我们构造一个序列 ( ) ( )1 2, ,x t x t ， 
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( )
( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]
1

1

, , ;
1 , d , , .

k
t k

y t t r
x t

y t f x t aα
σ τσ

σ σ

τ τ τ σ σ
α

+
−

 ∈ −
=  + − ∈ + Γ

∫
 

对于所有的 [ ],t aσ σ∈ + ，我们有 ( ) [ ]( )0, ,0 ,tt x C r E∈ × − ，故 ( ) [ ]( )1 , ,x t C r a Eσ σ∈ − + ，并且 

( ) [ ]( )1, ,0 ,tt x C r E∈ × − 。重复这一过程，我们可以得到对任意的 k +∈ ， [ ],t aσ σ∈ + ，都有 

( ) [ ]( ), ,0 ,k
tt x C r E∈ × − 。因此，我们定义的这一序列是适定的。由于在区间 [ ],rσ σ− 中有 ( ) ( )kx t y t= ，

所以只需考虑当 [ ],t aσ σ∈ + 时的情形即可。我们发现当 [ ],t aσ σ∈ + 时，对于任意的 k +∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1

k
kk k Lx t x t t

k
αε σ

α

−
−− ≤ −

Γ +
.                           (2) 

由于当 [ ],t aσ σ∈ + 时，有 ( ) ( ),c
tD y t f t yα

σ
ε+ − ≤ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 0 0

1

1

1 , d

1 , d

d

.
1

t

t c

t

x t x t y t f x y t

t f y D y

t

t

α
σ τσ

α α
τ σσ

α

σ

α

τ τ τ
α

τ τ τ τ
α
ε τ τ
α
ε σ
α

+

−

−

−

− = + − −
Γ

≤ − −
Γ

≤ −
Γ

= −
Γ +

∫

∫

∫
 

可以看出，当 1k = 时(2)式成立。假设当 k i= 时(2)式成立，即有 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
1

1

1
, , .

i
ii i Lx t x at

i
tt αε σ

α
σ σ

−
−− ≤ −

+
∈ +

Γ
 

下面我们考虑当 1k i= + 时的情况，可以发现 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1

1 1

1 1

1 1
0

1 1, d , d

1 , , d

d

sup d

t ti i i i

t i i

t i i

t i i
r

x t x t y t f x y t f x

t f x f x

L t x x

L t x x

α α
σ τ σ τσ σ

α
τ τσ

α
τ τσ

α
θσ

τ τ τ τ τ τ
α α

τ τ τ τ
α

τ τ
α

τ τ θ τ θ τ
α

− −+ −

− −

− −

∞

− −
− ≤ ≤

− = + − − − −
Γ Γ

= − −
Γ

≤ − −
Γ

≤ − + − +
Γ

∫ ∫

∫

∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
1

1
1

sup d

sup d
1

d .
1

t i i

it i

i t i

L t x x

L Lt
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L L t
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α
σ µ τσ

α α
σ µ τσ

α α
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τ µ µ τ
α
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α α

ε τ τ σ τ
α α

− −
≤ ≤

−
−

≤ ≤

−
−

= − −
Γ
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令 ( )tτ σ ξ σ− = − ，则积分变换后有 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) [ ]11 , , .

1 1

i
ii i Lx t x t t t a

i
αε σ σ σ

α
++ − = − ∀ ∈ +

Γ + +
 

于是，我们就证得了(2)式的正确性。在(2)式的基础上，可以发现对于任意的 [ ],t aσ σ∈ + ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )( )

1
1

1 1

1

1

1

1 .

k
kk k

k k

k

k

Lx t x t t
k

L t

L k

E La
L

α

α

α
α

ε σ
α

σε
α

ε

−∞ ∞
−

= =

∞

=

− ≤ −
Γ +

−
=

Γ +

≤ −

∑ ∑

∑  

其中 ( )E Laα
α 是单参数的 Mittag-Leffler 函数。结合定义 3 可以看出，函数列 ( ){ }kx t 一致收敛。设极限

为连续函数 ( )x t 。那么，由 ( ) ( )0x t y t= ，我们有 

( ) ( )
( ) 1

.
E La

x t y t
L

α
α ε

−
− ≤                                (3) 

下面我们证明函数𝑥𝑥(𝑡𝑡)满足方程(1)。不难发现， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )11

1 1
,

i
ik i i

i k i k

Lx t x t x t x t t
i

αε σ
α

∞ ∞
++

= =

− = − ≤ −
Γ + +

∑ ∑  

再根据引理 7，我们可以得到 

( )( ) ( )( ) [ ]1 , , .
1 1

i
ik

t t
i k

Lx x t t a
i

αε σ σ σ
α

∞
+

∞
=

− ≤ − ∀ ∈ +
Γ + +

∑                    (4) 

又由于 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , d , , d d ,
t t tk k k

s s s s s sf s x f s x s f s x f s x s L x x s
σ σ σ

− ≤ − ≤ −∫ ∫ ∫  

所以结合(4)式可以知道，当 k →∞时， ( ) ( )( ), , d
t k

s sf s x f s x s
σ

−∫ 一致收敛于 0。此时，回顾函数列

( ){ }kx t 的构造方式： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]11 1 , d , , ,
tk kx t y t f x t aα

σ τσ
τ τ τ σ σ

α
−+ = + − ∀ ∈ +

Γ ∫  

对上式两边同时取极限 k →∞，我们有 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]11 , d , ,
t

x t y t f x t aα
σ τσ

τ τ τ σ σ
α

−= + − ∀ ∈ +
Γ ∫ 成立。

于是根据命题 6，我们知道 ( )x t 是带有初始条件 ( ), yσσ 的半线性分数阶时滞微分方程(1)的一个解。最后，

我们只需证明解 ( )x t 的唯一性。假设 ( )x t 是带有初始条件 ( ), yσσ 的半线性分数阶时滞微分方程(1)的另外 

一个解。那么，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

1

1 , , d

d .

t

t

x t t f x f x

L t x x

x t α
τ τσ

α
τ τσ

τ τ τ τ
α

τ τ
α

−

−

− ≤ − −
Γ

≤ − −
Γ

∫

∫






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根据引理 7，我们有 

( ) ( ) 1 d ,
t

t t
Lx x t x xα

σ τ ττ τ
α

−

∞
− ≤ − −

Γ ∫   

利用引理 8 中的 Gronwall 型不等式，我们有 

0,t tx x− ≤  

从而可知 0t tx x− = 。因此， ( ) ( ) [ ], ,x t x t t r aσ σ= ∈ − + ，证毕。 

随着 Ulam 稳定性的逐步发展，人们发现当近似解和精确解在初始时间段 [ ],rσ σ− 上的条件相同时，

该系统没有多少实际应用价值。因此，我们优化了上述结果的实用性，研究一种应用更加广泛的系统。

此时假设问题的近似解和精确解在初始时间段 [ ],rσ σ− 上的条件由一个常数控制。下面我们利用

Weissinger 不动点理论以及 Gronwall 不等式方法来研究这样一个新系统的 Hyers-Ulam 稳定性。 
定理 3.2. 设 0 1α< < ， ( ) [ ]( ), : ,0 ,f t C r E Eφ × − → 关于第二变量满足 Lipschitz 条件。任给一个

0ε ≥ ，若 [ ]: ,y r a Eσ σ− + → 满足 

( ) ( ) [ ], , , ,c
tD y t f t y t aα

σ
ε σ σ+ − ≤ ∀ ∈ +  

那么方程(1)一定存在唯一的解 [ ]: ,x r a Eσ σ− + → ，满足
2

x yσ σ
ε

− ≤ 并且 

( ) ( ) ( )1 1 .
2 ny t x t E La

L
α ε − ≤ + 

 
 

证明：令 [ ] [ ] [ ] [ ]{ }: , | , , , ,X x r a C r x a C aσ σ φ σ σ σ σ σ σ= − + → ∈ − + ∈ + 。我们定义一个算子

:T X X→ ，定义如下， 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

[ ]

11 , d , , ;

, , ,

t
x t f x t a

Tx t
x x r

α
σ τσ

σ

τ τ τ σ σ
α
σ σ

− + − ∈ + Γ= 
 ∈ −

∫  

我们先利用不动点定理证明算子 T 在 X 中有一个不动点。任取 ( )x t X∈ 和 ( )x t X∈ ，我们有   

( ) ( ) ( )
( )

, 1
1

kk
k k L t

T x t T x t x x k
k

ασ
α ∞∞

−
− ≤ − ∀ ≥

Γ +
                        (5) 

现在，我们利用数学归纳法证明上式。首先当 1i = 时，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1

1

0

1 1, d , d

1 , , d

d

sup d

t t

t

t

t

r

Tx t Tx t x t f x x t f x

t f x f x

L t x x

L t x x

α α
σ τ σ τσ σ

α
τ τσ

α
τ τσ

α

σ θ

τ τ τ τ τ τ
α α

τ τ τ τ
α

τ τ
α

τ τ θ τ θ τ
α

− −

−

−

∞

−

− ≤ ≤

 
− = + − − + −  Γ Γ 

≤ − −
Γ

≤ − −
Γ

= − + − +
Γ

∫ ∫

∫

∫

∫

 






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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

1

1

sup d

d

t

t

L t x x

L t x x

tL x x

α

σ σ µ τ

α

σ

α

τ µ µ τ
α

τ τ
α

σ
α α

−

≤ ≤

−

∞

= − −
Γ

≤ − −
Γ

−
= −
Γ

∫

∫





 .

 

显然，(5)式当 1i = 时成立。现在假设(5)式当 i k= 时仍然成立，即 

( ) ( ) ( )
( )1

kk
k k L t

T x t T x t x x
k

ασ
α ∞

−
− ≤ −

Γ +
  . 

下面我们考虑当 1i k= + 时的情形。根据 i k= 时的结果，我们可以发现 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 1

1

1

0

1

1 , , d

d

sup d

sup d

tk k k k

t k k

t k k

r

t k k

T x t T x t t f T x f T x

L t T x T x

L t T x T x

L t T x T x

α
τ τσ

α
τ τσ

α

σ θ

α

σ σ µ τ

τ τ τ τ
α

τ τ
α

τ τ θ τ θ τ
α

τ µ µ τ
α

−+ +

−

∞

−

− ≤ ≤

−

≤ ≤

− ≤ − −
Γ

≤ − −
Γ

= − + − +
Γ

= − −
Γ

∫

∫

∫

∫

 







 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

1

1
1

11

sup d
1

1

.
1 1

d

kk
t

k t k

kk

LL t x x
k

L x x t
k

L t
x x

k

α
α

σ σ µ τ

α α

σ

α

µ σ
τ τ

α α

τ τ σ
α α

τ

σ
α

−

∞
≤ ≤

+
−

∞

++

∞

 − ≤ − − 
Γ Γ +  

= − − −
Γ Γ +

−
= −
Γ + +

∫

∫







 

对上式两边在研究区间 [ ], aσ σ + 上取上确界范数，可以得到： 
( )

( )( )
11

1 1 .
1 1

kk
k k L aT x T x x x

k

α

α

++
+ +

∞∞
− ≤ −

Γ + +
   

令
( )
( )1

k

k

La

k

α

α
Λ =

Γ +
。我们发现级数 ( )

0
k

k
E Laα
α

∞

=

Λ =∑ ，根据定义 3 可知该级数收敛。于是，根据

Weissinger 不动点定理可知，算子 T 在 X 中存在唯一的不动点，即方程(1)存在唯一的解 ( )x t 。又根据假

设条件可知，当 t σ≤ 时，有
2

x yσ σ
ε

− ≤ 。当 [ ],t aσ σ∈ + 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1 , d

1 , d
2

1 , , , d
2

1 , , , d
2

t

t c

t c

t c

x t y t x t f x y t

t f x D y

t f x f y f y D y

t f x f y f y D y

α
σ τσ

α α
τ σσ

α α
τ τ τ σσ

α α
τ τ τ σσ

τ τ τ
α

ε τ τ τ τ
α

ε τ τ τ τ τ τ
α

ε τ τ τ τ τ τ
α

+

+

+

−

−

−

−

− = + − −
Γ

≤ + − −
Γ

= + − − + −
Γ

≤ + − − + −
Γ

∫

∫

∫

∫
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

0

1

d d
2

sup d
2 1

sup d .
2 1

t t

t

r

t

L t x y t

t L t x t y t

t L t x y

α α
τ τσ σ

α
α

σ θ

α
α

σ σ µ τ

ε ετ τ τ τ
α α

ε σε τ θ θ τ
α α

ε σε τ µ µ τ
α α

− −

∞

−

− ≤ ≤

−

≤ ≤

≤ + − − + −
Γ Γ

−
= + + − + − +

Γ + Γ

−
= + + − −

Γ + Γ

∫ ∫

∫

∫

 

令 ( ) ( ) ( )sup
t a

t x t y t
σ σ

ψ
≤ ≤ +

= − ，我们对上式两边取上确界范数，根据引理 8 中的 Gronwall 型不等式， 

我们有 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1
1

1 1

1 1

1 1

d
2 1 2 1

d d
2 1 2 1

1 1 d d
2 1 2 1

n n
t n

n
n

nnnt tn

n n

n nt tn n

n n

t L s
t t s s

n

t L t s sL t s s s
n n

a L Lt s s t s s
n n

α α
α

σ

α α α
α

σ σ

α
α α α

σ σ

ε σ α ε σε εψ
α αα α

ε σ σε ε ε
α α α α

ε σ
α α α α

∞
−

=

−∞ ∞
−

= =

∞ ∞
− −

= =

 − Γ −
≤ + + − + 

Γ + Γ +Γ Γ   

− − −
≤ + + − +

Γ + Γ Γ Γ +

≤ + + − + − −
Γ + Γ Γ Γ +

∑∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

( ) ( )
( )

( )( )
1

1 1

1 1
2 1 2 1 1 1

nn n

n n

s

a L a L a
n n

αα α

ε
α α α

+∞ ∞

= =

 
 
  
 

≤ + + + 
Γ + Γ + Γ + +  

∑ ∑

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 11 1
2 1 2 1

1 1 1
2

1 1 .
2

n n

n

n

a LaE La E La
L

E La
L L

E La
L

α α
α α

α

α

ε
α α

ε

ε

  
= + + − + − −   Γ + Γ +   

  = + −    
  ≤ +    

 

于是，定理得证。 

4. 结论 

本文我们研究了一类半线性分数阶时滞微分方程的Hyers-Ulam稳定性问题。在逼近解和精确解初始

条件相同的情形中，我们从逼近解出发，根据逐次逼近法和Gronwall型不等式得到了满足Hyers-Ulam稳

定系数的极限函数，并证明了该极限函数即为方程的精确解。我们紧接着对系统进行了优化处理，考虑

在逼近解和精确解的初始条件之间能够被一个常数控制的情形。我们首先定义了一个连续线性算子，再

利用不动点理论以及Gronwall型不等式证明了此时方程的Hyers-Ulam稳定性。 
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