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摘  要 

该分析涉及到计算在某一点上耦合的任意数量的结构分量之间的弹性波传输系数和耦合损耗因子。给出

了解决该问题的一般方法，并证明了所产生的耦合损失因子满足互易性。该方法的一个关键方面是考虑

二维分量中的圆柱波，这是建立在最近关于用圆柱坐标表示的漫射波场的能量学的结果之上的。结合入

射波类型及入射波幅度计算出各板的响应位移，然后得到对应的响应波幅度，根据波幅度及类型可计算

出波功率，进而计算出传递系数。根据净功率流表达式，结合模态密度变化得到子系统之间传递的耦合

损耗因子，同时讨论了入射波是板入射和梁入射的情况。给出了梁和薄板构件的具体方法，并给出了一

些实例。 
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Abstract 
This analysis is concerned with the calculation of the elastic wave transmission coefficients and 
coupling loss factors among an arbitrary number of structural components that are coupled at a 
point. A general approach to the problem is presented and it is demonstrated that the resulting 
coupling loss factors satisfy reciprocity. A key aspect of the method is the consideration of cylin-
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drical waves in two-dimensional components, and this builds upon recent results regarding the 
energetics of diffuse wavefields when expressed in cylindrical coordinates. The response displace-
ment of each plate is calculated combined with the incident wave type and the incident wave am-
plitude, and then the corresponding response wave amplitude is obtained. The wave power can be 
calculated according to the wave amplitude and type, and then the transmission coefficient can be 
calculated. We discuss the coupling loss factor of the transmission between subsystems where the 
incident wave is plate incident and beam incident. Specific details of the method are given for beam 
and thin plate components, and a number of examples are presented. 
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1. 引言 

耦合结构构件间弹性波传递系数的计算是结构声学研究的一个热点问题。例如，在统计能量分析模

型中，常用波传递系数来确定子系统之间的耦合损耗因子。耦合损耗因子对预测复杂结构中的振动能量

分布起着关键作用。 
1990 年 Langley 和 Heron 给出了沿无限大梁耦合的任意数半无限大板结构之间的波透射系数的一般

推导。分析是基于傅立叶级数将板的响应分解为各种入射波和反射波分量。1994 年 Langley 将分析扩展

到弯曲壳体。在许多情况下，各种子结构之间的连接不是连续的，而是以许多离散点连接的形式存在。

在低频率下，当波长比连接点之间的间距长时，这种连接表现为连续的线连接。然而，当波长与连接间

距相当时，这种方法就不再有效了。在高频和随机间隔点连接，各连接点的运动变得不连贯，各点的连

接可以单独分析。 
原则上，由 Heron、Bosmans 和 Nightingale 的方法可以用来确定单个点连接的响应。然而，这种方

法需要考虑大量的迹波数，以实现发生在连接点上的散射的准确描述。考虑到与这种计算相关的计算费

用，人们考虑是否存在计算效率更高的替代方法。 
本文给出了任意数目的半无限梁与无限板在一点连接处耦合的弹性波传递系数和耦合损耗因子的一

般推导。梁和板可以以任何给定的角度定向，内部动力学和结点的有限尺寸可以通过使用动态刚度矩阵

来充分考虑。分析假设，子结构通过一些无质量的刚性盘连接到连接处。结果表明，SEA 互易性适用于

这种连接。 
本文提出了一种计算在某一点上耦合的各分量之间的波传递系数和耦合损耗因子的通用方法。计算

结果表明，在所有情况下，本文方法得到的耦合损耗因子均满足互易性。 

2. 点连接耦合损耗因子 

2.1. 点连接介绍 

设点连接表示任意数量的结构(板、梁)通过一点耦合在一起，如下图 1 所示，其中任一个分量 j 都有

一个内嵌的刚性无质量圆盘与耦合点进行连接。圆盘 j 在直角坐标系下有六个自由度，包括平动自由度
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( )1 2 3, ,j j jw w w ，以及转动自由度 ( )4 5 6, ,j j jw w w 。基于波理论，点连接用来计算在给定角频率ω 下从任一

组件入射的单位幅度的弹性波(可表示为 ( )exp i tω )，在经过点连接之后于所有组件产生的响应波幅度。点

连接处的位移连续性及力平衡性将用来组建平衡方程[1]。 
 

 
Figure 1. A general point connection among an arbitrary number of struc-
tural components 
图 1. 任意数量结构组成的点连接 

2.2. 位移连续性条件 

所有的组件都基于半无限假设，即考虑第 j 个组件时，若该组件没有入射波，则只存在从连接点处

出发的波(包括行波和消散波)，不存在经其余边界反射的波。在这种情况下，薄梁组件包含六种波，其中

四种为行波：Torsion 波，Extension 波，两个平面的 Bending 波[2]；剩余两种为消散波：对应两个平面的

Bending 波。薄板组件包含十一种波，其中八种为行波：三种 Bending 波，两种 Longitudinal 波，三种 Shear
波；剩余三种为消散波：对应三种 Bending 波。对于组件 j，其与连接点相连的圆盘处由响应波产生的位

移向量为 jω ，由组件内不同响应波产生的位移叠加而成。 

1 1j jk jk j j
k

Qα= =∑qω α                                  (1) 

其中 jkα 表示组件 j 的第 k 种响应波幅度， 1 jkq 表示其对应的位移向量， jα 表示响应波幅度向量，矩

阵 1 jQ 的第 k 列即为向量 1 jkq 。位移向量 jω 的维度为(6 × 1)，矩阵 1 jQ 不一定为方阵，对于梁 1 jQ 的维度为

(6 × 6)，对于板 1 jQ 的维度为(6 × 11)。 
对于板组件，圆盘四周与板需保持位移连续性，由此可推出板圆盘位移附加关系： 

2 j j =Q 0α                                        (2) 

其中， 1 jQ 的维度为(5 × 11)。将公式(1)与公式(2)组合可得： 

1

2

j j
j j j

j

Q
Q

Q
   

= =   
   0
ω

α α                                 (3) 

对于板组件，将方阵 jQ 求逆可得： 
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( )1 j j
j j j jQ P R−    
= =   

   0 0
ω ω

α                               (4) 

其中， jP 的维度为(11 × 6)， jR 的维度为(11 × 5)。 
对于梁组件，则： 

j j jP=α ω                                       (5) 

公式(4)与公式(5)表示组件位移与响应波幅度的关系。 

2.3. 组件弹性力 

内嵌圆盘施加在第 j 个组件的弹性力可表示为： 

j j jS=F α                                      (6)  

其中矩阵 jS 详见第二章与第三章。对于板组件矩阵 jS 的维度为(6 × 11)，对于梁组件矩阵 jS 的维度

为(6 × 6)。 
将公式(5)带入公式(6)可得： 

j j j j j jS P D= =F ω ω                                  (7) 

其中，矩阵 jD 为动刚度矩阵，其维度为(6 × 6)。在振动噪声领域，更习惯适用阻抗矩阵，可表示为

j jZ D iω= ，在此即为组件的点阻抗矩阵，将其求导可得导纳矩阵。 

2.4. 入射波影响 

公式(1)~(7)是基于组件 j 只存在响应波进行的推导，若同时存在入射波，则需要对公式进行修改。位

移关系公式(3)变为： 

in j
j j j

in

Q α
   

+ =   
  q 0

ω ω
α                                (8) 

其中 inα 表示入射波幅度值， inω 为单位幅度入射波在圆盘产生的位移向量， inq 为公式(2)所示板组件

的位移约束关系所产生，若组件为梁则无此项。同理，弹性力关系式(6)修改为： 

j j j in inS α= +F Fα                                  (9) 

其中， inF 为单位幅度入射波在圆盘产生的弹性力。根据公式(8)可知，在存在入射波情况下： 

1 1 inj
j j j in

in

Q Q α− −   
= −   

   q0
ωω

α                            (10) 

将公式(10)带入公式(9)并依据公式(4)对矩阵 1
jQ− 进行替换可得： 

( )j j j in j j in j in inD S P R α = + − + F F qω ω                        (11) 

在上式右端项中，除了响应波位移 jω 为待解项，其余项均为已知量。若组件为梁，则公式(11)中的 jR

与 inq 应消去。 

2.5. 组装平衡方程 

若连接点处受力只有入射波及各组件响应波所产生的力，则依据受力平衡，所有组件的弹性力 jF 求

和应为 0。根据公式(7)及公式(11)可得： 
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( )
1

Nc

j j in r r in r in in
j

D S P R α
=

 = − − + ∑ F qω ω                          (12) 

其中 Nc 表示组件数量，r 表示入射波所在组件编号。由于点连接处位移连续性，各组件位移相等，

因此可得组件圆盘平动位移在组件局部坐标系与全局坐标系的转换关系： 

( )0 0 0, ,
j

j j j

j

x x
y R y
z z

  
   = =   

      

x y z ω                              (13) 

其中列向量 0x 表示局部坐标系 jx 轴在全局坐标系的单位投影向量，同理可得 0y 及 0z 。对于转动自

由度矩阵转换关系同平动自由度一致。因此可得： 

j jT=ω ω                                       (14) 

其中，转换矩阵 jT 为： 
T

T

0
0

j
j

j

R
T

R
 

=   
 

                                   (15) 

上式中矩阵 R 维度为(3 × 3)，矩阵 jT 维度为(6 × 6)。 

2.6. 波传递系数计算 

在选定组件作为入射组件，给定入射波类型及入射波幅度 inα 情况下，可根据公式(12)计算出各板响

应位移 jω ，若组件不是入射组件，则根据公式(4)或公式(5)计算出对应的响应波幅度 jα ，若组件为入射

组件则根据公式(8)计算出对应的响应波幅度 jα 。根据波幅度及类型可计算出波功率，进而计算出传递系

数。波功率计算公式如下： 

gP ec=                                       (16) 

其中 e 为能量密度， gc 为群速度。 
对于梁组件能量密度有： 

2 2 2e m Aω=                                    (17) 

其中 A 为波幅度。能量密度为动能能量密度与势能能量密度之和，对于远场波为动能密度的 2 倍，

又因为波做简谐运动，1/2 系数表示有效值。当梁组件波为 Bending 波、Extension 波时，m 为梁单位长度

质量，若波为 Torsional 波，m 为梁单位长度转动惯量。 
对于板组件能量密度有： 

2e Aα=                                      (18) 

由于点连接在板组件产生的波为柱面波，波形可分为径向对称与非对称两种，若为径向对称波，则

2m cα ω= ，若为非对称波 m cα ω= 。其中 m 为板组件单位面积质量，c 为波的相速度。 
对于板的八种行波，只有两种为对称波，分别是由垂向位移及垂向转动激起的波形，对应于 ( )

0
ba 及 ( )

0
sa

两种波。 
由波功率做比可得波的传递系数： 

jk k jP Pτ =                                      (19) 

其中 j 表示入射波，k 表示响应波。 
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2.7. 耦合损耗因子 

在 SEA 中两个耦合子系统之间的净功率流表达式为： 

( )jk jk j j j k kP E n E nωη η= −                             (20) 

上式右侧为从子系统 j 到子系统 k 的功率减去从子系统 j 到子系统 k 的功率，其中 E 表示子系统中对

应波的振动能量(时间平均动能的两倍)，n 表示对应波的模态密度， jkη 表示子系统 j 到子系统 k 的耦合损

耗因子。上述“子系统”并非狭义子系统，可扩展为不同类型的波。 
梁子系统与板子系统所载波的模态密度表达式如下： 

( )1 D gn L c− = π                                   (21) 

( )2 2D gn A cω− π=                                  (22) 

其中，L 为梁的长度，A 为板的面积。 
1) 板入射情况 
根据统计能量法的假设，每个子系统所载波长为扩散波长，即每个方向的行波具有相同的波强度。

入射波 j 的平均功率可表示为： 

( )j j gjP E c c Aω=                                  (23) 

由入射波 j 所激起的响应波功率可表达为： 

( )jk jk j j gjP E c c Aτ ω=                                (24) 

令公式(24)右侧与公式(20)右侧第一项相等，并结合公式(22)可得： 

1
2jk j jkη η τ
ωπ

=                                  (25) 

2
gj j

jk jk

c c
A

η τ
ω

=                                   (26) 

2) 梁入射情况 
梁入射情况下入射波平均功率可表示为： 

( )2gk kP c E L=                                  (27) 

其中 kE 为梁子系统 k 类型波的振动能量， \kE L表示对应的能量密度，因为梁子系统的扩散波假设，

射入连接点的波平均能量为平均能量的一半。由入射波 k 激起的响应波 j 的功率可表示为： 

( )2kj kj k gkP E c Lτ=                                (28) 

与板子系统同理可得： 

1
2kj k kjη η τ
ωπ

=                                 (29) 

2
gk

kj kj

c
L

η τ
ω

=                                  (30) 

3. 梁弹性波性质 

本章将给出公式(11)中与梁子系统相关的矩阵表达式。如图 2 所示，考虑欧拉–伯努利梁进行分析。 
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Figure 2. Coordinate system and degrees of freedom 
numbering at the end of a beam component 
图 2. 梁组件末端的坐标系和自由度编号度 

 
下述分析基于梁形心与剪心重合，并且连接点处位于梁局部坐标 0z = 处。 
考虑从连接点出发的响应波，公式(1)所示响应波幅度 jα 与子系统位移 jω 转换矩阵 1 jQ 由下式可知： 

1

1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 1 1 0

bx

by

e
j j j

tby by

bxnbx bx

byn

Q
ik k

ik k

α
α
α
α
α
α

  
  
  
  

= =   
  
  − −       

ω α                   (31) 

不同类型波的波数为： 

2 2 2 2 4 2 4 2, , ,t e bx by
x y

J m mk k k k
GQ E B B
ρ ρω ω ω ω= = = =                     (32) 

其中 G 为剪切模量，E 为杨氏模量，ρ 为密度，m 为梁单位长度质量，J 为梁截面极矩(polar momen 
of area)，Q 为扭转常数，GQ 为扭转刚度， xB 与 yB 分别为 y 轴与 x 轴的弯曲刚度。 bxα 与 byα 分别表示可

引起梁 x 向与 y 向位移的行波弯曲波幅度， bxnα 与 bynα 分别为对应的消散弯曲波，消散波不传递能量。 eα
与 tα 分别表示拉伸波与扭转波幅度。对于梁子系统， 1 jQ 矩阵为方阵，不需要公式(3)中的 2 jQ 进行约束，

同时公式(4)中梁对应的 jR 矩阵为 0。将 1 jQ 求逆即可得公式(12)中所示 jp 矩阵： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 0 0 0 1 2 0
0 1 2 0 1 2 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

1 2 0 0 0 1 2 0
0 1 2 0 1 2 0 0

bx

by

j j j
x

bx y

by z

i i k u
i i k v

w
P

i i k
i i k

θ
θ
θ

+ +  
  + − +  
  
 = =  
  
  − − +    − +   

α ω       (33) 

沿正 Z 向传递的弯曲行波弯矩 M 和剪力 F 以位移 u 可表示为: 
2 3

2 3,u uM B F B
z z
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

                            (34) 

弯矩和剪力如图 3 所示： 
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Figure 3. Positive sign convention for shear 
force and bending moment in a beam 
图 3. 梁的弯矩和剪切力示意图 

 
公式(6)可表示为： 

3 3

3 3

2 2

2 2

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

bxu x bx x bx

byv y by y by

ew e
j j

tx y by y by

bxny x bx x bx

bynz t

f iB k B k
f iB k B k
f ik EA

S
M B k B k
M B k B k
M ik GQ O

θ

θ

θ

α
α
α
α
α
α

  − 
    −   
   

= =    
−   

    −           

α           (35) 

因此可根据公式(7)推出动刚度矩阵 D： 

( )
( )

( )
( )

3 2

3 2

2

2

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0

x bx x bx

y by y by

e

y by y by

x bx x bx

t

i B k iB k
i B k iB k

ik EA
D

iB k i B k
iB k i B k

O iGQk

 −
 

− − 
 

=  
− + 

 +  
 

          (36) 

上式与文献[2]中的梁阻抗矩阵保持一致。 
对于任一单位幅度梁入射波，公式(8)中的 inω 可通过将公式(31)中 1 jQ 矩阵的对应列的波数 k 替换为

−k 得到。同理，公式(11)中的 inF 可通过将公式(35)中 jS 矩阵的对应列的波数 k 替换为−k 得到。 

4. 板弹性波性质 

4.1. 位移 

通过点连接耦合的板子系统，可等效为通过一个内嵌在板中的刚性无质量圆盘与连接点相连，如图

4 所示。 
图 4 所示圆盘位移共有六自由度，采用直角坐标系表示，板位移采用极坐标系表示，有三个自由度(垂

向、径向、周向)。 
内嵌圆盘在板上激发的波为柱面波，柱面波是指波阵面为一系列同心圆的波形。板子系统中的弯曲

波可分为三种：分别由圆盘平面外位移ω 及旋转 xθ 和 yθ 激发产生，对应行波幅度表示为 ( )
0
bα 、 ( )

1
b
sα 、 ( )

1
b
cα ，

每种弯曲行波分别对应一种弯曲消散波，幅度表示为 ( )
0
bnα 、 ( )

1
bn
sα 、 ( )

1
bn
cα 。板子系统中的纵波可分为两种：

分别由圆盘平面内位移 u 和 v 激发产生，对应波形幅度表示为 ( )
1

e
cα 、 ( )

1
e
sα 。板子系统中的剪切波可分为

三种：前两种分别由圆盘平面内位移 u 和 v 激发产生，第三种由旋转 zθ 激发产生，三种波对应波形幅度

表示为 ( )
1

s
sα 、 ( )

1
s
cα 、 ( )

0
sα 。综上，圆盘位移及波形对应关系如表 1 所示。 

由于板子系统通过圆盘激发的波为柱面波，板子系统按照图 4 所示极坐标进行表示。 
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Figure 4. Coordinate systems used to describe displacement of a disc embedded in a 
thin plate and the associated forces and moments 
图 4. 板子系统及内嵌圆盘的力和力矩示意图 

 
Table 1. Disk-displacement excitation plate subsystem waveform 
表 1. 圆盘位移激发板子系统波形 

位移 u v w xθ  yθ  zθ  

波形 ( )
1

e
cα ， ( )

1
s
sα  ( )

1
e
sα ， ( )

1
s
cα  ( )

0
bα ， ( )

0
bnα  ( )

1
b
sα ， ( )

1
bn
sα  ( )

1
b
cα ， ( )

1
bn
cα  ( )

0
sα  

 
板子系统在极坐标下的平面外位移可由六种弯曲波平面外位移求和得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
0 0 1 1 1 1

2 2 2
0 0 1 1 1 1

, cos sin

cos sin

b b b
z b c b s b

bn bn bn
b c b s b

u r H k r H k r H k r

H ik r H ik r H ik r

θ α α θ α θ

α α θ α θ

= + +

+ − + − + −
          (37) 

其中， ( )2
nH 表示阶数为 n 的第二类汉克尔函数，r 和θ 表示内嵌圆盘与板子系统临界中面位置在极坐

标下的坐标值。r 值的选取见本节备注。 bk 表示在给定角频率ω 下的弯曲波数： 

( )1 4 1 2
bk m D ω=                                  (38) 

其中 m 是板的单位面积质量，D 是板的弯曲刚度。板子系统在极坐标下的平面内位移由纵波与剪切

波耦合导致，位移表达式可由纵波势ψ 及剪切波势φ 得到： 

( ) 1,ru r
r r
ψ φθ

θ
∂ ∂

= +
∂ ∂

                                (39) 

( ) 1,u r
r rθ

ψ φθ
θ

∂ ∂
= −

∂ ∂
                                (40) 

其中， ru 和 uθ 分别是板在极坐标下的径向位移和周向位移。根据文献[3]纵波势ψ 及剪切波势φ 表达

式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1 1

2 2 2
0 0 1 1 1 1

, cos sin

, cos cos sin

e e
e c e s e

s s s
s s c s s s

k r H k r H k r

k r H k r H k r H k r

ψ θ α θ α θ

φ θ α θ α θ α θ

= +

= + +
         (41) 

纵波波数 ek 与剪切波波数 sk 表达式如下： 

( )21 ,e sk v E k Gω ρ ω ρ= − =                           (42) 
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其中， ρ 为板材料密度，v 为泊松比，E 为杨氏模量，G 为剪切模量。 
公式(37)与公式(39)、公式(40)给出了在圆盘激励的 11 种柱面波所导致的板位移表达式。为了进一步

推导出公式(12)中的板矩阵，需要结合位圆盘与盘边界处位移连续性条件及力平衡条件。 

4.2. 连续性条件 

1) 平面外位移 
在板极坐标 ( ), , 0r a zθ= = ，即圆盘与板交界处需满足垂向位移连续性条件，此处板垂向位移为 zu 。

圆盘的三个自由度ω 、 xθ 、 yθ 都会导致垂向位移产生，分别为ω 、( )sin xa θ θ 、 ( )cos ya θ θ− ，其中 sina θ

与 cosa θ 分别为在角度θ 处绕 X 轴、Y 轴的旋转半径。根据板垂向位移与圆盘垂向位移连续可得： 

( ), sin cosz x yu a a aθ ω θ θ θ θ= + −                             (43) 

将公式(37)代入上式，根据等式两边 sinθ 项、 cosθ 项、与θ 无关项对应相等可得三个独立的方程。

三组独立方程可得到公式(1)中的弯曲波与圆盘位移对应方程组： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0
b bn

b bH k r H ik rω α α= + −                           (44) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1sin sin sinb bn

x s b s ba H k r H ik rθ θ α θ α θ= + −                    (45) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1cos cos cosb bn

y c b c ba H k r H ik rθ θ α θ α θ− = + −                   (46) 

同时圆盘与板可以看作严格夹紧地，即垂向位移在径向需满足一阶连续，将公式(43)两边分别对径向

坐标 r 求导可得： 

( ),
sin cos 0z

x y

u a
r
θ

θ θ θ θ
∂

− + =
∂

                            (47) 

将公式(37)代入上式，根据等式两边 sinθ 项、 cosθ 项、与θ 无关项对应相等可得三个独立的方程，

这三组方程为弯曲波附加项，对应公式(2)中的弯曲波附加条件项： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0 0b ' bn '

b b b bk H k r ik H ik rα α+ − − =                        (48) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 0' b ' bn
b b b c b b b ck H k r H k r ik H ik r H ik r

a a
α α   − + − − − − =      

        (49) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 0' b ' bn
b b b s b b b ck H k r H k r ik H ik r H ik r

a a
α α   − + − − − − =      

        (50) 

2) 平面内位移 
圆盘与板平面内位移也需满足连续性条件： 

( ), cos sinru a u vθ θ θ= +                               (51) 

sin coszu a u vθ θ θ θ= − +                               (52) 

使得公式(39)、公式(40)与公式(51)、公式(52)右边项相等，并令等式两边 sinθ 项、 cosθ 项、θ 无关

项对应相等，可得： 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 21
1 1 1cos cos cos

s
e s
c e s

s

u H k r H k r
rk
α

θ α θ θ
′

= +                     (53) 
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( ) ( )
( )

( ) ( )2 21
1 1 1sin sin sin

s
'e c

s e s
s

u H k r H k r
rk
α

θ α θ θ= −                       (54) 

( ) ( ) ( )2
0 0

s '
z sa H k rθ α= −                                  (55) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 21
1 1 1sin sin sin

e
'sc

e s s
e

u H k r H k r
rk
α

θ θ α θ= +                       (56) 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21
1 1 1cos cos cos

e
s 's

e c s
e

u H k r H k r
rk
α

θ θ α θ= −                      (57) 

公式(53)~公式(55)可以推得圆盘平面内位移与波幅度关系，同时分别结合公式(53)与公式(56)，结合

公式(54)与公式(57)可得波幅度之间的约束关系： 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 21
1 1 1

s
'e s

c e s
s

u H k r H k r
rk
α

α= +                            (58) 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 21
1 1 1

s
'e c

s e s
s

v H k r H k r
rk
α

α= −                            (59) 

( )
( ) ( )20
0

s
'

z sH k r
a

α
θ = −                                (60) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

2 21 1
1 1 1 1 0' e ' se s

e c s s
e s

H k r H k r
H k r H k r

rk rk
α α

   
− + − + =   

      
             (61) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2

2 21 1
1 1 1 1 0' e ' se s

e s s c
e s

H k r H k r
H k r H k r

rk rk
α α

   
− + − =   

      
              (62) 

综合公式(44~46)、公式(58~60)可得到公式(3)中的 1 jQ 矩阵，综合公式(48~50)、公式(61~62)可得到公

式(3)中的 2 jQ 矩阵。其中 1 jQ 矩阵如下所示： 
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

1

1

3 4 1

3 4
1

1 1
0

2 2

12 2

15

0

1

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

b

b
c
b
s
e
c
e
s

n s

x n s
cy n
s
sz
bn

bn
c
bn
s

Bu B
Bv B

Bw B
B B

B B
O B

α

α

α

α

α

αθ
αθ
αθ
α

α

α

 
 



      −   
  
=   
  
   − −         




 



















         (63) 

其中各项系数如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 0 1 0 2 1 2 1

2 2 2
3 1 4 1 5 0

1 1, , ,

1 1, ,

b n b b n b

' '
e s s

s

B H k a B H ik a B H k a B H ik a
a a

B H k a B H k a B H k a
k a a

= = − = = −

= = = −
          (64) 
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2 jQ 矩阵如下所示： 

6 6

7 2 3 7 2

2 7 2 7 2

8 3 9 4

8 3 9 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

n

n n

j n n

B B
B B B B B

Q B B B B
B B B B

B B B B

 
 − − 
 = − −
 

+ + 
 − − + 

(65) 

其中各项系数如下所示： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
6 0 6 0

2 2
7 1 7 1

2 2
8 1 9 1

, ,

, ,

1 ,

' '
b b n b b

' '
b b n b b

'
e s

e

B k H k a B ik H ik a

B k H k a B ik H ik a

B H k a B H k a
k a

= = − −

= = − −

= − = −

                          (66) 

根据公式(4)可得： 

1 1

2 2

, 0

0,
j j j j

j j j j

Q P I Q R

Q P Q R I

= =

= =
                                 (67) 

其中 I 为单位矩阵。可得： 

1

2

2

3

3

5

4

4

1

2

2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

j

n

n

n

A
A

A
A

A
P A

A
A

A
A

A

 
 
 
 −
 
 
 
 

=  
 
 
 −
 
 
 
  − 

                         (68) 

其中各项系数为： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
0

1 2 2 2 2
0 0 0 0

2 2
1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 22
1 1

3 2 2 2 22
1 1 1 1

2 22
1 1

4

,

,

,

'
b

' '
b b b b

'
b b b

' '
b b b b b b

'
s e s e s
' '

s e s e s e

'
s e e s e

s e

H ik a
A

H k a H ik a iH ik a H k a

H ik a ik aH ik a
A

ik H k a H ik a k H ik a H k a

k k a H k a k aH k a
A

k k a H k a H k a H k a H k a

k k a H k a k aH k a
A

k k a

−
=

− − −

− − − −
=

− + −

−
=

−

− +
= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 (2)

1 1 1 1

,
'

s e s eH k a H k a H k a H k a′ −
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 2
0

2
0

1 2 2 2 2
0 0 0 0

2 2
1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1

,

,

'
s

'
b

n ' '
b b b b

'
b b b

n ' '
b b b b b b

aA
H k a

iH k a
A

H k a H ik a iH ik a H k a

iH k a ik aH k a
A

ik H ik a H k a k H k a H ik a

= −

−
=

− − −

−
=

− − −

                  (69) 

上述推导的 jP 矩阵为板 j 响应波的表达式，将与下节推导的 jS 一起推导出动刚度矩阵 jD 。 
对于单位幅度入射波， inω 向量为 1 jQ 矩阵中的对应列向量， inq 向量为 2 jQ 矩阵中的对应列向量，同

时因为波为入射波，需将其中的第二类汉克尔函数 ( )2
nH 转为第一类汉克尔函数 ( )1

nH 。据此可推出由选定

板 r 的入射波 r in r inP R+ qω 列向量组成的矩阵： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1 1 0 1 1

1

2

2

3 6

3 6

5

4 7

4 7

1

2

2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

b b b e e s s s
c s c s c s

n

n

n

C
C

C
C C

C C
C

C C
C C

C
C

C

α α α α α α α α 
 
 
 
 
 
 − 
 
 
 
 −
 
 
 
 
 
 
 

                     (70) 

上式矩阵第一行为板入射波，板共有十一种波，其中八种为行波，三种为消散波，入射波只有行波。

上式中每种入射波对应列向量即为其对应的 r in r inP R+ qω 向量。上式中各项系数表达式如下所示： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 2
0 0 0 0

1 2 2 2 2
0 0 0 0

2 1 1 2
0 0 0 0

1 2 2 2 2
0 0 0 0

2 1 1 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1

,

,

,

' '
b b b b

' '
b b b b

' '
b b b b

n ' '
b b b b

' '
b b b b

' '
b b b b

H ik a H k a iH k a H ik a
C

H ik a H k a iH k a H ik a

H k a H k a H k a H k a
C

H k a H ik a iH ik a H k a

iH ik a H k a H k a H ik a
C

H k a H ik a iH ik a H k a

− − −
=

− − −

−
=

− + −

− + −
=

− + −
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1
1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1

1 2 1 22
1 1 1 1

3 2 2 2 22
1 1 1 1

( )
,

( )

,

' '
b b b b

n ' '
b b b b

' '
e s e s e s

' '
e s e s e s

H k a H k a H k a H k a
C

iH k a H ik a H ik a H k a

H k a H k a a k k H k a H k a
C

H k a H k a a k k H k a H k a

−
=

− + −

−
=

−  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 1 1 2
1 1 1 1

4 2 2 2 22
1 1 1 1

1
1

5 2
0

,

,

' '
s e e s e e

' '
e s e s e s

'
s

'
s

ak H k a H k a ak H k a H k a
C

H k a H k a a k k H k a H k a

H k a
C

H k a

−
=
− +

=
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1
1 1 1 1

6 2 2 2 22
1 1 1 1

1 2 1 22
1 1 1 1

7 2 2 2 22
1 1 1 1

,
' '

e s s e s s
' '

e s e s e s

' '
s e e s s e

' '
e s e s e s

k aH k a H k a k aH k a H k a
C

a k k H k a H k a H k a H k a

H k a H k a k k a H k a H k a
C

H k a H k a k k a H k a H k a

−
=

−

−
=

−

                   (71) 

上式中 4C 与 6C 相比论文中公式进行了修正。 

4.3. 弹性力 

1) 平面外位移相关的弹性力 
内嵌圆盘作用在交界平板上的弹性力可分为由圆盘平面外位移引起及平面内位移引起两部分。平面

外位移所引起的弹性力由剪力和弯矩组成。对于极坐标系下的板子系统剪力 rV 与弯矩 rM 如图 4 所示，

根据文献[4]，单位长度剪力 rV 与弯矩 rM 表达式如下： 

( )
3 2 3 3

3 2 2 3 3 2

1 1 3 2z z z z z
r

u u u u uV D
a r rr r a a a

ν νθ
θθ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− −
= + − − + 

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 
               (72) 

( )
2 2

2 2 2
z z z

r
u u uM D

a rr a
ν νθ

θ
 ∂ ∂ ∂

= + + 
∂∂ ∂ 

                         (73) 

因此，连接点处圆盘平面外位移引起的合力如下所示： 

( )
0

sin d ,x r rM a aV M
θ

θ θ
′

= −∫                             (74) 

( )
0

cos d ,y r rM a aV M
θ

θ θ
′

= − −∫                             (75) 

0
dz rF a V

θ
θ

′
= ∫                                    (76) 

其中θ ′为积分角度，该角度为板子系统连接点位置在极坐标下环向角度值。将公式(37)代入公式(72)~
公式(76)可得到公式(6)中弯曲波幅度与平面外位移引起弹性力的关系。 

2) 平面内位移相关的弹性力 
根据文献[4]中公式(A.32)~(A.34)可得在板极坐标下单位长度平面内应力与位移关系： 

2 ,
1

r
rr r

uuE u
r r r

θν νσ
θν

∂∂ = + + ∂ ∂−  
                           (77) 

1 r
r

u uuG
r r r

θ θ
θσ

θ
∂∂ = − + ∂ ∂ 

                              (78) 

与平面外位移类似，圆盘所提供合力如下所示： 

( )
0

cos sin d ,x rr rF ha
θ

θσ θ σ θ θ
′

= − −∫                          (79) 

( )
0

sin cos d ,y rr rF ha
θ

θσ θ σ θ θ
′

= − +∫                          (80) 

( )2
0

sin dz rM ha
θ

θσ θ θ
′

= − ∫                             (81) 

其中 h 为板厚度。将公式(39)~公式(41)代入上式可得公式(6)中平面内波幅度与力的关系。 
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综上，可得公式(6)中 jS 矩阵表达为： 
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

1

1

31 41 1

32 42
1

1 1
0

21 21

122 22

15

0

1

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

b

b
c
b
s
ex c
ey
s

z n s

x n s
cy n
s
sz
bn

bn
c
bn
s

Xf X
Xf X

Xf X
XM X

XM X
O XM

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α

α






      −   
  
=   
  

   − −
     

   















 
 
 
 
 
 
 
 



        (82) 

4.4. 动刚度矩阵 

根据上述推出的矩阵 jS 与矩阵 jP ，代入公式(7)可得板的动刚度矩阵 jD 。板的阻抗矩阵 plateZ 可推出

为： 

1
plate jZ D

iω
=                                        (83) 

5. 数值算例 

5.1. 梁验证算例 

考虑梁连接算例如图 5 所示。梁属性为

10 2 3 2 3

10 2 4 6 4

8 4 6 4

7.2 10 N m , 3.5 10 N m , 2710 kg m ,

2.69 10 N m , 4.0 10 , 2.83 10 m ,

3.48 10 m , 2.8 10 mxx yy

E GQ
G A J
I I

ρ
− −

− −

= × = × ⋅ =

= × = × = ×

= × = ×

梁局

部坐标系 y 轴位于点连接平面。 
 

 
Figure 5. T-junction between three beam subsys-
tems. 
图 5. 三梁子系统 T 型连接 

 
如图 6(a)，图 6(b)所示算例结果与 Moore (1990)一致。 

5.2. 板梁连接算例  

考虑板–梁连接算例，如图 7 所示。  
其中板厚度 3.175 mm，梁 x 向长度 3.175 mm，y 向长度 38.1 mm，梁长 1.3208 m，弹性模量为 7.21 

× 1010 N/m2，密度为 2170 kg/m3，泊松比为 0.3。如图 8 所示该算例与 Lyon 和 Eichler (1964)所用算例一

致。 
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(a) 

 
(b) 

Figure 6. (a) Beam 1 to beam 2 point connection coupling loss factor; (b) Beam 1 to beam 2 T 
type connection coupling loss factor 
图 6. (a) 梁 1 至梁 2 点连接耦合损失因子；(b) 梁 1 至梁 2 T 型连接耦合损失因子 

 

 
Figure 7. Beam-plate structure diagram 
图 7. 板梁连接图示 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

100 1000 10000

Tau Beam1X-Beam2X

TauB1x-B2x

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

100 1000 10000

Tau Beam1X-Beam2 T

TauB1x-B2T

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116427


钟策 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.116427 4002 应用数学进展 
 

 
Figure 8. Comparison results of the coupling loss factors 
图 8. 耦合损失因子对比结果 

6. 结论 

本文提出了一种计算在某一点上耦合的各分量之间的波传递系数和耦合损耗因子的通用方法。这项

工作建立在对柱状波运动的早期研究之上。计算结果表明，在所有情况下，本文方法得到的耦合损耗因

子均满足互易性。包括薄板和梁组件所需的矩阵的全部细节已经给出，并给出了一些例子。 
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