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摘  要 

本文针对周期边界条件下变系数非线性二阶问题提出了一种有效的Fourier谱方法。首先，根据边界条件

引入了适当的Sobolev空间及其逼近空间，建立了变系数非线性二阶问题的弱形式和相应的离散格式。

基于这非线性的离散格式，我们建立了一种线性迭代算法，并给出了该算法相应的Matlab程序设计。最

后，我们给出了数值算例，数值结果表明我们提出的算法是收敛的和高精度的。 
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Abstract 
In this paper, an efficient Fourier spectral method is proposed for nonlinear second-order prob-
lems with variable coefficients under periodic boundary conditions. Firstly, an appropriate Sobo-
lev space and its approximation space are introduced according to the boundary conditions, and 
the weak form and the corresponding discrete scheme of the nonlinear second-order problem 
with variable coefficients are established. Based on the nonlinear discrete scheme, we establish a 
linear iterative algorithm and its Matlab program design. Finally, we give a numerical example, 
and the numerical results show that our proposed algorithm is convergent and highly accurate. 
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1. 引言 

很多科学和工程问题最终都归结为求解非线性偏微分方程，如等离子体物理、非线性光学，激光脉

冲中的自聚焦、热脉冲在晶体中的传播以及在极低温下玻色–爱因斯坦凝聚的动力学可由非线性薛定谔

方程来描述[1] [2] [3] [4] [5]；在材料科学和流体动力学中的许多复杂的运动界面问题可由 Allen-Cahn 和

Cahn-Hilliard 方程来描述[6] [7] [8] [9] [10]。因此，提出一种有效求解非线性偏微分方程的高精度数值方

法是非常有意义的。 
到目前为止，已有很多数值方法求解非线性偏微分方程[11]-[18]。但它们主要都是基于有限元方法和

有限差分方法，要获得高精度的数值解需要花费很多计算时间和内存容量。在[19]中，非线性特征值问题

在矩形网格一定条件下，证明了光谱的高精度。据我们所知，很少有关于周期边界条件下变系数非线性

二阶问题的 Fourier 谱方法的报道。因此，本文的目的是针对周期边界条件下变系数非线性二阶问题提出

了一种有效的 Fourier 谱方法。首先，根据边界条件引入了适当的 Sobolev 空间及其逼近空间，建立了变

系数非线性二阶问题的弱形式和相应的离散格式。基于这非线性的离散格式，我们建立了一种线性迭代

算法，并给出了该算法相应的 Matlab 程序设计。最后，我们给出了数值算例，数值结果表明我们提出的

算法是收敛的和高精度的。 
本文剩余部分安排如下：在第二节中，我们推导了变系数非线性二阶问题的弱形式及其离散格式。

在第三节中，我们详细描述了算法的实现过程及其程序设计。在第四节中，我们给出了一些数值算例。 

2. 弱形式及其离散格式 

作为一个模型，我们考虑如下的变系数非线性二阶问题： 

( ) ( ) ( )2, , , ,u V x y u h u u f x y−∆ + + = ∈Ω                          (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , , , 2 ,u x y u x y u x y u x y= + π = + π                        (2.2) 

其中 ( ),V x y 为非负变系数， ( )2h u 为非线性项， ( ) ( )0,2 0,2Ω = π × π 为计算区域。 
下面我们将推导(2.1)~(2.2)的弱形式及其离散格式，用 ( )sH Ω 表示 s 阶 Sobolev 空间，

s⋅ 表示 ( )sH Ω

中的范数。特别地，我们有 

( ) ( ) { }20 2 : d d ,H L u u x y
Ω

Ω = Ω = < ∞∫  

相应的内积和范数分别为： 

( ) ( )
1

2 2, d d , d du v uv x y u u x y
Ω Ω

= =∫ ∫  
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定义 Sobolev 空间： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 : , 2 , , , , 2 ,pH u H u x y u x y u x y u x yΩ = ∈ Ω = + π = + π  

相应的内积和范数分别为： 

( )
1

1,
0

, d d ,u v D uD v x y
Ω Ω

=

= ∑ ∫ α α

α
 

1
21 2

1,
0

,u D u
Ω

=

 
=   
 
∑ α

α
 

其中
1 2

D
x y
∂

=
∂ ∂

α
α

α α
， ( )1 2,=α α α ， 1 2= +α α α 。 

由格林公式及周期边界条件可知，问题(2.1)~(2.2)的弱形式为：找 ( )1
pu H∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( )1, , ,pa u v F v v H= ∀ ∈ Ω                              (2.3) 

其中 

( ) ( )2, d d d d d d ,a u v u v x y Vuv x y h u uv x y
Ω Ω Ω

= ∇ ∇ + +∫ ∫ ∫  

( ) d d .F v f v x y
Ω

= ∫  

定义逼近空间： 

( ) { }Span e e : 0,1, , ; 0,1, , .itx iqy
MX t M q MΩ = = =   

则弱形式(2.3)相应的离散格式为：找 ( )M Mu X∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( ), , .M M M M Ma u v F v v X= ∀ ∈ Ω                          (2.4) 

3. 算法的实现及其程序设计 

3.1. 算法的实现 

在这一节，我们将详细描述算法的实现过程，并给出该算法相应的程序设计。由于离散格式(2.4)是
非线性的，我们将通过 Picard 迭代法进行求解。我们将(2.4)相应的线性问题的解作为迭代初值，即：找

( )0
M Mu X∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , , , ,M M M M M M MNN N
u v Vu v f v v X∇ ∇ + = ∀ ∈ Ω                    (3.1) 

其中 ( ), Nu v 表示 u 与 v 的离散内积，则可建立(2.4)的一种 Picard 迭代格式：找 ( )m
M Mu X∈ Ω ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
21, , , , , ,m m m m

M M M M M M M M M MNN N N
u v Vu v h u u v f v v X− ∇ ∇ + + = ∀ ∈ Ω 

 
         (3.2) 

其中 0
Mu 由(3.1)求出。下面我们将分别建立(3.1)和(3.2)的矩阵形式，令 

0 0

0 0
e e ,

M M
itx iqy

M tq
t q

u u
= =

= ∑ ∑                                  (3.3) 

0 0
e e .

M M
m m itx iqy
M tq

t q
u u

= =

= ∑ ∑                                  (3.4) 
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, ,0 ,

0, 0,0 0,

, ,0 ,

.

m m m
M M M M M

m m m m
M M

m m m
M M M M M

u u u

U u u u

u u u

− − − −

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

    

 

    

 

 

我们用 mU 表示由 mU 的列构成的长度为 ( )22 1M + 的列向量。令 ( ) eitx
t x =ϕ ， ( ) eiqx

q x =ϕ ，用

( ), 0,1, , 1w N= −µ µζ µ 分别表示傅里叶积分的高斯点和权，将 (3.3)代入 (3.1)，并取 e eikx ily
Mv = ，

( )0,1, , ; 0,1, ,k M l M= =  ，则有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

1
0

0 0 , 0

1
0

0 0 , 0

, e e , e e

,

M M
itx iqy ikx ily

M M tqN Nt q

M M N

tq x t q x k l
t q

M M N

tq t y q k y l
t q

u v u

u w w

u w w

µ σ µ σ µ σ
µ σ

µ σ µ σ µ σ
µ σ

ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ

ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ

− −

= =

−

= = =

−

= = =

∇ ∇ = ∇ ∇

= ∂ ∂

+ ∂ ∂

∑ ∑

∑∑ ∑

∑∑ ∑

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

1
0

0 0 , 0

, e e ,e e

, ,

M M
itx iqy ikx ily

M M tqN Nt q

M M N

tq t q k l
t q

Vu v u V

u V w w

− −

= =

−

= = =

=

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑ µ σ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ
 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 0
, , ,

N

M k lNf v f w w
−

=

= ∑ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ  

则(2.3)可以写为下列的矩阵形式 
( ) 0 ,A B C U F+ + =                                  (3.5) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 0
,

N

tqkl x t q x k la w w
−

=

= ∂ ∂∑ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ  

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 0
,

N

tqkl t y q k y lb w w
−

=

= ∂ ∂∑ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ  

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 0
, ( ) ,

N

tqkl t q k lc V w w
−

=

= ∑ µ σ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ  

( ) ( ) ( )
1

, 0
,

N

kl k lf f w w
−

=

= ∑ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1

, 0, , , 0 , , , 0 , , , 0
, , , .

M M M M
tqkl tqkl tqkl kl k lt q k l t q k l t q k l

A a B b C c F f
+ + + +

== = =
= = = =  

类似地，将(3.4)代入(3.2)可得 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1

0 0 , 0

1

0 0 , 0

, e e , e e

,

M M
m m itx iqy ikx ily
M M tqN Nt q

M M N
m
tq x t q x k l

t q

M M N
m
tq t y q k y l

t q

u v u

u w w

u w w

µ σ µ σ µ σ
µ σ

µ σ µ σ µ σ
µ σ

ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ

ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ

− −

= =

−

= = =

−

= = =

∇ ∇ = ∇ ∇

= ∂ ∂

+ ∂ ∂

∑ ∑

∑∑ ∑

∑∑ ∑
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1

0 0 , 0

, e e ,e e

, ,

M M
m m itx iqy ikx ily
M M tqN Nt q

M M N
m
tq t q k l

t q

Vu v u V

u V w w

− −

= =

−

= = =

=

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑ µ σ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ
 

( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1

0 0

1 21

0 0 , 0

, e e ,e e

, ,

M M
m m m m itx iqy ikx ily
M M M tq M

N Nt q

M M N
m m
tq M t q k l

t q

h u u v u h u

u h u w w

− − − −

= =

−
−

= = =

   =   
   

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑ µ σ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ
 

则(2.4)可以写为下列的矩阵形式 

( ) ,m
mA B C D U F+ + + =                                (3.6) 

其中 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 11

, , , 0
, 0

, , .
N Mm

tqkl M t q k l m tqkl t q k l
d h u w w D d

− +−

=
=

= =∑ µ σ µ σ µ σ µ σ
µ σ

ζ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ ϕ ζ  

3.2. 算法的程序设计 

算法：Picard 迭代方法解决非线性方程 

输入： M：表示傅里叶基函数的个数； 

 N：表示表示傅里叶基函数的点的个数； 

 Errorbound：误差的最小限制。 

1 x=zeros(N,1); 

2 y=zeros(N,1); 

3 for j=1:N 

4     x(j)=2*pi*(j-1)/N; 

5     y(j)=2*pi*(j-1)/N; 

6 end 

7 A1=zeros(2*M+1,2*M+1); A2=zeros(2*M+1,2*M+1); a=[-M:M]; 

8 for i=1:length(A1) 

9 for j=1:length(A1) 

10 if a(i)==a(j) 

11             A1(i,j)=2*pi; A2(i,j)=2*pi*a(j)*a(j); 

12 end 

13 end 

14 end 

15 e=zeros(2*M+1,N); e1=zeros(2*M+1,N); 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117453


江婷婷 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117453 4273 应用数学进展 
 

Continued 

16 for i=1:2*M+1 

17     e(i,:)=exp(1i*a(i)*x); e1(i,:)=exp(-1i*a(i)*x); 

18 end 

19 w=2*pi/N; A3=zeros((2*M+1)^2,(2*M+1)^2); m=0; 

20 for k=1:2*M+1 

21 for l=1:2*M+1 

22         m=m+1; 

23 A3(m,:)=(kron(A2(l,:),A1(k,:))+kron(A1(l,:),A2(k,:))); 

24 end 

25 end 

26 V1=(x.^2)*ones(1,N)+ones(N,1)*(x.^2)'; 

27 A2=zeros((2*M+1)^2,(2*M+1)^2); 

28 for i=1:2*M+1 

29 for j=1:2*M+1 

30 for m=1:2*M+1 

31 for n=1:2*M+1 

32 A2(j+(2*M+1)*(i-1),m+(2*M+1)*(n-1))    
=sum(sum(V1.*(transpose(w*e1(i,:).*e(m,:))*(w*e1(j,:).*e(n,:))))); 

33 end 

34 end 

35 end 

36 end 

37 A=A3+(1\2)*A2; 

38 F=zeros((2*M+1)^2,1); 

39 m=0; 

40 for l=1:2*M+1 

41 for k=1:2*M+1 

42     m=m+1; 

43 for i=1:N 

44 for j=1:N 

45 
F(m,1)=F(m,1)+(exp(3*cos(x(i)+y(j)))+2*exp(cos(x(i)+y(j)))*cos(x(i)+y(j))+
exp(cos(x(i)+y(j)))*(2*x(i)^2+2*y(j)^2)-2*exp(cos(x(i)+y(j)))*sin(x(i)+y(j
))^2)*exp(-1i*a(k)*x(i))*exp(-1i*a(l)*y(j))*w*w; 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.117453


江婷婷 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.117453 4274 应用数学进展 
 

Continued 

46 end 

47 end 

48 end 

49 end 

50 U=A\F; U1=reshape(U,2*M+1,2*M+1); U2=0; 

51 for i=1:2*M+1 

52 for j=1:2*M+1 

53         U2=U2+U1(i,j)*transpose(e(j,:))*e(i,:); 

54 end 

55 end 

56 iterations=0; [x1,y1]=meshgrid(x,y); u2=exp(cos(x1+y1)); 

57 error1=1; surfc(x1,y1,u2); 

58 while error1>errorbound 

59 C=zeros((2*M+1)^2,(2*M+1)^2); 

60 for i=1:2*M+1 

61 for j=1:2*M+1 

62 for m=1:2*M+1 

63 for n=1:2*M+1 

64 C(j+(2*M+1)*(i-1),m+(2*M+1)*(n-1))   
=sum(sum(U2.^2.*(transpose(w*e1(i,:).*e(m,:))*(w*e1(j,:).*e(n,:))))); 

65 end 

66 end 

67 end 

68 end 

69 A=A3+(1\2)*A2+C; F1=F; U5=A\F1; U3=reshape(U5,2*M+1,2*M+1); 

70 U2=0; 

71 for i=1:2*M+1 

72 for j=1:2*M+1 

73         U2=U2+U3(i,j)*transpose(e(j,:))*e(i,:); 

74 end 

75 end 
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Continued 

76 error1=(sum(sum(((real(U2)-u2).^2).*w.*w)))^(1/2); 

77 iterations=iterations+1; 

78 end 

4. 数值实验 

为了表明算法的有效性，我们将进行数值实验。我们在 MATLAB2018b 平台上编程计算。定义逼近

解与精确解之间的误差如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )2, , , , , ,K K

M M L
e u x y u x y u x y u x y

Ω
= −  

其中 K 表示迭代次数。 

例 1 我们取 ( )cose x yu += ， ( ) ( )2 21,
2

V x y x y= + ， ( ) 22h u u= ，显然 u 满足周期边界条件，将 ( )2, ,u V h u
 

代入(2.3)可算出 f。我们取迭代次数 50K = ，对于不同的 M 和 N，我们在表 1 中列出了逼近解与精确解

之间的误差结果。 
 
Table 1. The error results between the approximate solution and the exact solution for different M and N at the time K = 50 
表 1. 当 K = 50 时，对于不同的 M 和 N，逼近解与精确解之间的误差结果 

N 5M =  10M =  15M =  20M =  

20 2.0062e−04 6.9522e−09 5.6890e−04 0.0148 

25 2.0061e−04 1.1924e−10 2.5305e−09 3.5227e−04 

30 2.0061e−04 1.1112e−10 4.4999e−12 1.7210e−09 

35 2.0061e−04 1.1112e−10 4.9326e−13 6.3780e−13 

40 2.0061e−04 1.1112e−10 1.0410e−13 1.2146e−13 

 
为了进一步表明算法的收敛性和高精度，我们还在图 1 中分别画出了精确解和逼近解的图像，在图

2 中分别画出了精确解与 30N = ， 10M = 和 40N = ， 20M = 时的逼近解之间的误差图像。 
 

 
Figure 1. Images of the exact solution (left) and the approximate solution (right) for N = 40 and M = 20 
图 1. 精确解(左)与 N = 40 和 M = 20 时的逼近解(右)的图像 
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Figure 2. Error image between the exact solution and the approximated solution for N = 30, M = 10 (left) and N = 40, M = 
20 (right) 
图 2. 精确解与 N = 30, M = 10 (左)和 N = 40, M = 20 (右)时的逼近解之间的误差图像 

 
从表 1 中可以看出，当迭代次数 50K = ， 35N ≥ ， 15M ≥ 时，逼近解 ( ),K

Mu x y 达到了大约 10−13 的

精度。另外，从图 1，图 2 进一步观察到我们的算法是收敛的和高精度的。 
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