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摘  要 

本文研究了一类带有p-Laplacian算子的分数阶积分边值问题正解的存在性，通过研究格林函数的性质，

运用锥拉伸锥压缩不动点定理以及Leggett-Williams不动点定理，获得了该边值问题至少存在一个正解

及三个正解的充分条件，并给出实例验证所得结论。 
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Abstract 
Studying the properties of Green’s function and using the cone stretching cone compression fixed 
point theorem and the Leggett-Williams fixed point theorem, this paper studies the existence of 
positive solutions for a class of fractional integral boundary value problems with p-Laplacian op-
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erators, obtains sufficient conditions for the existence of at least one positive solution and three 
positive solutions to the boundary value problems, and gives some examples illustrating the re-
sults obtained. 
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1. 引言 

分数阶微积分是由整数阶微积分推广而来的，已广泛应用于控制系统、空气动力学、流体力学等众

多工程分支中。因此，分数阶微分方程理论研究近年来得到了快速发展，研究成果非常丰富[1] [2] [3] [4] 
[5]。其中：文[4]运用锥理论得到了一类分数阶无穷点边值问题存在一个局部正解以及多个局部正解的充

分条件；文[5]利用 Schauder 不动点定理及凹算子不动点定理建立了高阶分数阶多点边值问题正解的存在

性及唯一正解的存在性结果。 
带有 p-Laplacian 算子的方程模型能更好地描述多孔介质中的湍流、弹性理论等诸多领域中的实际问

题，目前，带有 p-Laplacian 算子的分数阶微分方程受到众多学者的关注[6] [7] [8] [9] [10]。其中：文[9]
研究了如下带有 p-Laplacian 算子的分数阶微分方程 
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其中： 0Dα
+ 和 0Dβ

+ 是标准的 Riemann-Liouville 分数阶导数， 2 3α< ≤ ，1 2β< ≤ ， 0 1ξ< < ， 0λ ≥ ，

( ) 2p
p s s sφ −= ， 1p > ， 1

p qφ φ− = ，1 1 1p q+ = 。作者应用锥上的不动点定理获得了上述边值问题至少存在

一个和两个正解的充分条件。文[10]研究了如下带有 p-Laplacian 算子的分数阶积分边值问题 
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其中： 0Dα
+ ， 0Dβ

+ 和 0Dγ
+ 是标准的 Riemann-Liouville 分数阶导数， 0

vI + ， 0
wI + 是标准的 Riemann-Liouville

分数阶积分， 0 1 2 3γ β α< < < < < < ， , 0v w > ， 0 , 1η ξ< < ， k R∈ ， [ ]( )0,1 ,f C R R R∈ × × ，

[ ]( )0,1 ,g C R R∈ × ， ( ) 2p
p s s sφ −= ， 1p > ，

1
p qφ φ− = ，1 1 1p q+ = 。作者应用上下解方法和单调迭代方法

得到了上述边值问题极值解的存在性的充分条件。 
受上述文献启发，本文讨论如下带有 p-Laplacian 算子的分数阶积分边值问题 
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其中： 0Dα
+ ， 0Dβ

+ ， 0Dγ
+ 是 Riemann-Liouville 分数阶导数， 0

wI + 是 Riemann-Liouville 分数阶积分，

0 1 2 3γ β α< < < < < < ， 0 1η< < ， , 0wλ > ， ( ) [ ) [ ) [ )( )0,1 0, 0, , 0,f C∈ × ∞ × ∞ ∞ ， 

( )( ) ( ) ( )
0

, d
t

Tu t K t s u s s= ∫ ，且 [ )( ), 0,K C D∈ +∞ ， ( ) [ ] [ ]{ }, 0,1 0,1 :D t s t s= ∈ × ≥ ， ( ) 2p
p s s sφ −= ， 

1p > ，
1

p qφ φ− = ，1 1 1p q+ = 。本文运用锥拉伸锥压缩不动点定理以及 Leggett-Williams 不动点定理研究

该边值问题正解的存在性。 

2. 预备知识和引理
 

定义 1 [1]函数 ( ): 0,f R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数阶积分定义为 
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其中：等式的右端在 ( )0,+∞ 有定义。 
定义 2 [1]连续函数 ( ): 0,f R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数阶导数定义为 
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其中：等式的右端在 ( )0,+∞ 有定义， { }min :n m Z m α= ∈ ≥ ， ( )Γ ⋅ 为 Gamma 函数。 

引理 1 [1]设 0α > ， ( ) ( )0,1 0,1u C L∈ 
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其中： { }min :n m Z m α= ∈ ≥ ， ic R∈ ， 1,2, ,i n= 
。 

引理 2 若 ( ) [ ]0,1y t C∈ ，则分数阶微分方程边值问题 
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有唯一解 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

0 0
, , d dqu t G t s H s y sφ τ τ τ= ∫ ∫ . 

其中： 
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其中： ( ) ( ) ( ) 1ww αα α α γ η + − Λ = Γ Γ + −Γ − 。 
证明 由 1

p qφ φ− = 以及引理 1 可得， ( )( )( ) ( )0 0pD D u t y tα βφ+ +− − = 等价于 

( )( ) ( ) 1 2 3
0 0 1 2 3p D u t I y t c t c t c tβ α α α αφ − − −
+ +− = − + + + ， 1 2 3, ,c c c R∈ ， 

由边界条件 ( )0 0 0D uβ
+ = ， ( )( )( )0 0 0p D uβφ +

′− = 可得 2 3 0c c= = 。故 
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对(2)式两边求 γ 阶导数得 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
0 0 10

1 d
t

pD D u t t y c tα γγ β α γα
φ τ τ τ

α γ α γ
− − − −

+ +

Γ
− = − − +

Γ − Γ −∫  

对(2)式两边求 w 阶积分得 
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由边界条件 ( )( )( ) ( )( )( )0 0 0 01 w
p pD D u I D uγ β βφ φ η+ + + +− = − 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0
1 1

1 d dw

w

w y y
c

w

ηα γ α

α

α τ τ τ α γ η τ τ τ

α α α γ η

− − + −

+ −

Γ + − −Γ − −
=

 Γ Γ + −Γ − 

∫ ∫
               (3) 

将(3)式代入(2)式可得 
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令 ( ) ( )( ) ( )1

0
, dq H t y h tφ τ τ τ =∫ ，可得 ( ) ( )0D u t h tβ

+ = − ，再由引理 1 可得 
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由边界条件 ( )0 0u = 得 2 0d = 。再由定义 2 对(5)式两边求 1β − 阶导数可得 
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于是边值问题有唯一解 
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证毕。 
引理 3 函数 ( ),G t s ， ( ),H t s 满足如下性质： 
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证明 1) 由函数 ( ),G t s 的表达式易知，对任意的 [ ], 0,1t s∈ ， ( ), 0G t s ≥ 。 
对于函数 ( ),H t s ，注意到 1 1wα γ α− − < + − 以及1 2 wα γ α< − < < + ，则有 

( ) ( )1 wα γ αΓ − < < Γ +  
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进而容易得到对任意的 [ ], 0,1t s∈ ， ( ), 0H t s ≥ 。 
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可得 
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证毕。 
设 E 是实 Banach 空间，θ 为 E 中的零元素。P 为 E 中的非空凸闭子集，若 

, 0 ; , ,x P x P x P x P xλ λ θ∈ ≥ ⇒ ∈ ∈ − ∈ ⇒ =  

则称 P 为 E 中的锥。 
引理4 [3]设E是一个Banach空间，P为E中的一个锥， 1 2,Ω Ω 是E中的两个有界开集，并且 1 2Ω ⊂ Ω 。

假设 ( )2 1: \T P PΩ Ω → 是全连续算子，若下列条件二者成立其一： 
(K1) Tx x≤ ， 1x P∈ ∂Ω ； Tx x≥ ， 2x P∈ ∂Ω  
(K2) Tx x≥ ， 1x P∈ ∂Ω ； Tx x≤ ， 2x P∈ ∂Ω  

那么 T 在 ( )2 1\P Ω Ω 中至少有一个不动点。 

定义 3 [3]设 P 为 Banach 空间 E 中的锥。若映射 [ ): 0,Pψ → ∞ 连续且 ,x y P∀ ∈ ， [ ]0,1η∀ ∈ ，有

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1x y x yψ η η ηψ η ψ+ − ≥ + − ，则称ψ 是 P 上非负连续凹泛函。 
引理 5 [3] 设常数 0 a b d c< < < ≤ ， : c cT P P→ 是全连续算子，ψ 是 P 上的一个非负连续凹泛函，且

对任意的 cx P∈ ，有 ( )x xψ ≤ 。又设 

(L1) ( ) ( ){ }, ,x P b d x bψ ψ∈ > ≠ ∅且对 ( ), ,x P b dψ∈ ，有 ( )Tx bψ > ； 

(L2) 当 ax P∈ 时， Tx a< ； 
(L3) 当 ( ), ,x P b cψ∈ 且 Tx d> 时， ( )Tx bψ > ． 
则算子 T 至少有三个不动点 1 2 3, ,x x x ，满足 1x a< ， ( )2b xψ< ， 3x a> ， ( )3x bψ < 。 

3. 主要结果 

设 [ ]0,1E C= 。对任意的 u E∈ ，定义其范数为 

[ ]
( )

0,1
max
t

u u t
∈

=  

容易证明 E 为 Banach 空间。再令 

( ) [ ]{ }| 0, 0,1P u E u t t= ∈ ≥ ∈  

则 P 是 E 中的锥。定义泛函 
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则它是 P 中的非负连续凹泛函。定义算子 A 如下：对任意的 u P∈ ， 
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由此可知 ( )A Ω 为 E 中一致有界的子集合。 
再证 ( )A Ω 为 E 中等度连续的子集合。对任意的 1 20 1t t≤ < ≤ ， u∈Ω有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 1
2 1 2 10 0

1 1
2 10 0

, , , , , d d

, , , d d ,

q

q R q

Au t Au t G t s G t s H s f u Tu s

W G t s G t s H s s

φ τ λ τ τ τ τ

φ λ φ τ τ

− ≤ −

≤ −

∫ ∫

∫ ∫
 

又 ( ),G t s 在 [ ] [ ]0,1 0,1× 上连续，从而一致连续，故 ( )A Ω 为 E 中等度连续的子集合。进而集合 ( )A Ω 是一

致有界且等度连续的，根据 Arzela-Ascoli 定理可知 ( )A Ω 是 E 中的相对紧集。 
最后证明 :A P P→ 是连续算子。设{ }nu ⊂ Ω ， u∈Ω，当 n → +∞时，有 0nu u− → ，故存在常数

0 1R > ，使得 0u R< ， 0nu R< ， 1,2,n = 
。于是对 [ ]0,1s∈ ， 

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )1 1

0 0
, , , d , , , d 0, .q n n qH s f u Tu H s f u Tu nφ τ λ τ τ τ τ φ τ λ τ τ τ τ− → → +∞∫ ∫

 

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( )( )0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1

0 0

, , , d d , , , d d

2 , d d ,

q n n q

q R q

H s f u Tu s H s f u Tu s

W H s s

φ τ λ τ τ τ τ φ τ λ τ τ τ τ

φ λ φ τ τ

−

≤ < +∞

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

其中 ( ) ( ) [ ] [ ]( ){ }0

*
1 2 1 2 0 0sup , , : , , 0,1 0, 0,RW f t u u t u u R k R = ∈ × ×   。由 Lebesgue 控制收敛定理可知， 

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )1 1 1 1

0 0 0 0
, , , d d , , , d d 0, .q n n qH s f u Tu s H s f u Tu s nφ τ λ τ τ τ τ φ τ λ τ τ τ τ− → → +∞∫ ∫ ∫ ∫
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进而根据引理 3 的 2)得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )( )

1 1

0 0

1

0

1 1

0 0

1 1

0 0

, , , , d

, , , d d

1 , , , d d

, , , d d

0, .

n q n n

q

q n n

q

Au t Au t G t s H s f u Tu

H s f u Tu s

H s f u Tu s

H s f u Tu s

n

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λ τ τ τ τ
β

φ τ λ τ τ τ τ

− = 

− 

≤
Γ

−

→ → +∞

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

则 :A P P→ 是连续算子。证毕。 
为了方便叙述，记： 

( ) ( )( )
1

1 1

0 0

1 , d dqM H s sφ λ τ τ
β

−
 

=  
Γ  

∫ ∫
 

( ) ( )( ) 11 3 4

0 1 4
, d dqN m s H s sφ λ τ τ

−
 =   ∫ ∫  

定理 1 若存在两个常数 2 1 0r r> > ，使得 
(H1) ( ) [ ] [ ] *

1 1, , 1 4,3 4 0, 0,t u v r k r ∀ ∈ × ×  ， ( ) ( ) 1
1, , pf t u v Nr −≥ ， 

(H2) ( ) [ ] [ ] *
2 2, , 0,1 0, 0,t u v r k r ∀ ∈ × ×  ， ( ) ( ) 1

2, , pf t u v Mr −≤ ， 
则边值问题(1)至少有一个正解 u，使得 1 2r u r≤ ≤ 。 

证明 令 { }1 1|u P u rΩ = ∈ < ，当 1u∈∂Ω 时，有 ( ) 10 u t r≤ ≤ ， ( )( ) *
10 Tu t k r≤ ≤ ， [ ]0,1t∈ 。由(H1)

及引理 3 的 3)可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

[ ]

1 1

0 0

1 3 4

0 1 4

1 3 4
10 1 41 4,3 4

1 3 4
1 0 1 4

1

, , , , d d

, , , , d d

min , , d d

, d d

, 1 4,3 4 ,

q

q

q pt

q

Au t G t s H s f u Tu s

G t s H s f u Tu s

G t s H s Nr s

Nr m s H s s

r u t

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λφ τ

φ λ τ τ

∈

=

≥

≥

=

= = ∀ ∈

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
 

因而当 1u∈∂Ω 时，有 Au u≥ 。 
另一方面，令 { }2 2|u P u rΩ = ∈ < ，当 2u∈∂Ω 时，有 ( ) 20 u t r≤ ≤ ， ( )( ) *

20 Tu t k r≤ ≤ ， [ ]0,1t∈ 。由

(H2)及引理 3 的 2)可得 

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
[ ]

0,1

1 1

0 00,1

1 1
20 0

1 12
0 0

2

max

max , , , , d d

1 , d d

, d d

, 0,1 ,

t

qt

q p

q

Au Au t

G t s H s f u Tu s

H s Mr s

Mr H s s

r u t

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λφ τ
β

φ λ τ τ
β

∈

∈

=

=

≤
Γ

=
Γ

= = ∀ ∈

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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因而当 2u∈∂Ω 时，有 Au u≤ 。 
由引理 4 可知算子 A 至少有一个不动点 u，即边值问题(1)至少有一个正解且满足 1 2r u r≤ ≤ 。证毕。 
定理 2 假设存在正常数且满足 0 a b c< < < ，使得： 

(H3) 当 ( ) [ ] [ ] *, , 0,1 0, 0,t u v a k a ∈ × ×  时， ( ) ( ) 1, , pf t u v Ma −≤ ； 
(H4) 当 ( ) [ ] [ ] *, , 1 4,3 4 , 0,t u v b c k c ∈ × ×  时， ( ) ( ) 1, , pf t u v Nb −≥ ； 
(H5) 当 ( ) [ ] [ ] *, , 0,1 0, 0,t u v c k c ∈ × ×   时， ( ) ( ) 1, , pf t u v Mc −≤ 。 

则边值问题(1)至少有三个正解 1 2 3, ,u u u ，且满足 

[ ]
( )10,1

max
t

u t a
∈

< ，
[ ]

( )21 4,3 4
min

t
b u t

∈
< ，

[ ]
( )30,1

max
t

a u t
∈

< ，
[ ]

( )31 4,3 4
min

t
u t b

∈
<  

证明 若 cu P∈ ，则 u c≤ ，由假设(H5)可得 

[ ]
( )( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

0,1

1 1

0 00,1

1 1

0 0

1 1

0 0

max

max , , , , d d

1 , d d

, d d

,

t

qt

q p

q

Au Au t

G t s H s f u Tu s

H s Mc s

Mc H s s

c

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λφ τ
β

φ λ τ τ
β

∈

∈

=

=

≤
Γ

=
Γ

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

从而说明对任意的 cu P∈ ， Au c≤ ，故有 ( )c cA P P⊂ 。同理，若 au P∈ ，由假设(H3)可得 Au a≤ ，所

以引理 5 中的条件(L2)成立。 

令 ( )
2

b cu t +
= ，0 1t≤ ≤ ，则 ( )

2
b cu t c+

= < 且 ( )( )
[ ]1 4,3 4
min

2t

b cu t bψ
∈

+
= > ，因而 ( ) ( ), ,

2
b cu t P b cψ+

= ∈ ， 

即 ( ) ( ){ }, , |u P b c u bψ ψ∈ > ≠∅。若 ( ), ,u P b cψ∈ ，则 ( )b u t c≤ ≤ ，从而由假设(H4)可得 

( )
[ ]

( )( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 4,3 4

1 1

0 01 4,3 4

1 3 4

0 1 4

1 3 4

0 1 4

min

min , , , , d d

, d d

, d d

,

t

qt

q p

q

Au Tu t

G t s H s f u Tu s

m s H s Nb s

Nb m s H s s

b

ψ

φ τ λ τ τ τ τ

φ τ λφ τ

φ λ τ τ

∈

∈

=

=

≥

=

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

即对任意的 ( ), ,u P b cψ∈ ， ( )Au bψ > 。所以引理 5 中条件(L1)成立。 
如果 d c= ，那么引理 5 的条件(L1)可以推出条件(L3)。 
综上，由引理 5 可知，边值问题(1)至少有三个正解 1 2 3, ,u u u ，且满足 

[ ]
( )10,1

max
t

u t a
∈

< ，
[ ]

( )21 4,3 4
min

t
b u t

∈
< ，

[ ]
( )30,1

max
t

a u t
∈

< ，
[ ]

( )31 4,3 4
min

t
u t b

∈
< 。 

4. 例子 

例 1 考虑如下带有 p-Laplacian 算子的分数阶积分边值问题 
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( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

22
0 1 d11 4 4 3

0 2 0

4 3 1 3 4 3
0 0 2 0

4 3 5 2 4 3
0 2 0 0

2
2

1
0

e ,0 1,

0 0 1 0 0,

1 3 4 ,

t t s u s s
D D u t t u t t

u D u D u D u

D D u I D u

φ

φ

φ φ

− −

+ +

+ + +

+ + + +

∫
− − = + + < <
 ′ = = = − =

 − = −

                   (8) 

此即在边值问题(1)中， 11 4α = ， 4 3β = ， 1 2γ = ， 5 2w = ， 3 4η = ， 1λ = ， 2p = ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
0 0

, d 1 d
t t

Tu t K t s u s s t s u s s= = −∫ ∫ 及 ( ), , e vf t u v t u −= + + ， [ ]0,1t∀ ∈ ， , 0u v ≥ 。 

通过计算可得
[ ]

( )*
00,1

1sup , d
3

t

t
k K t s s

∈
= =∫ ， 2q = ， 21.8691M ≈ ， 49.2083N ≈ 。选取 1 0.1r = ， 2 0.4r = 有 

( ) 1, , e 5 5 4.9208vf t u v t u Nr−= + + + > ≥ ≈ ， ( ) [ ]1 3 1, , , 0,0.1 0,
4 4 30

t u v    ∈ × ×      
 

( ) 2, , e 4 6.4 8.7476vf t u v t u Mr−= + + + ≤ < ≈ ， ( ) [ ] [ ] 2, , 0,1 0,0.4 0,
15

t u v  ∈ × ×  
 

于是定理 1 的条件都满足，所以边值问题(8)至少存在一个正解 u，使得 0.1 0.4u≤ ≤ 。 
例 2 考虑如下带有 p-Laplacian 算子的分数阶积分边值问题 

( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

11 4 4 3
0 2 0

4 3 1 3 4 3
0 0 2 0

4 3 5 2 4 3
0 2 0 0 2 0
1 2

, , ,0 1,

0 0 1 0 0,

1 3 4 ,

D D u t f t u t Tu t t

u D u D u D u

D D u I D u

φ

φ

φ φ

+ +

+ + +

+ + + +

− − = < <

 ′ = = = − =

 − = −

                      (9) 

此 即 在 边 值 问 题 (1) 中 ， 11 4α = ， 4 3β = ， 1 2γ = ， 5 2w = ， 3 4η = ， 1λ = ， 2p = ，

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
0 0

, d 1 d
t t

Tu t K t s u s s t s u s s= = −∫ ∫ 及 

( )

3e 45 , 0 1,

, , e 55 10, 1 2,

e 10 2 80, 2,

v

v

v

t u u

f t u v t u u

t u u

−

−

−

 + + ≤ ≤
= + + − < ≤

+ + + >

 

通过计算可得
[ ]

( )*
00,1

1sup , d
3

t

t
k K t s s

∈
= =∫ ， 2q = ， 21.8691M ≈ ， 49.2083N ≈ 。选取

1
2

a = ， 2b = ， 8c = 有 

( ) 3, , e 45 6.375 10.9346vf t u v t u Ma−= + + ≤ < ≈ , ( ) [ ] 1 1, , 0,1 0, 0,
2 6

t u v    ∈ × ×      
 

( ), , e 55 10 100 98.4166vf t u v t u Nb−= + + − > > ≈ , ( ) [ ]1 3 8, , , 2,8 0,
4 4 3

t u v    ∈ × ×      
 

( ), , e 10 2 80 122 174.9528vf t u v t u Mc−= + + + ≤ < ≈ , ( ) [ ] [ ] 8, , 0,1 0,8 0,
3

t u v  ∈ × ×   
 

于是定理 2 的条件都满足，所以边值问题(9)至少有三个正解 1 2 3, ,u u u ，且满足 

( )10 1

1max
2t

u t
≤ ≤

< , ( )21 4 3 4
2 min

t
u t

≤ ≤
< , ( )30 1

1 max
2 t

u t
≤ ≤

< , ( )31 4 3 4
min 2

t
u t

≤ ≤
< . 
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