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摘  要 

本文旨在对二维具有变系数的分数阶偏微分方程构造一种有效的有限差分格式，通过对误差的分析得到

该差分格式的收敛阶为 ( )3 2 2
1 2Ο h hατ − + + ，其中τ 表示时间步长， 1 2,h h 表示空间步长，1 2α< < 。通过

能量分析方法证明所提出的有限差分格式的收敛性和稳定性，最后，我们利用高斯迭代法求解给出的数

值算例，通过对误差的处理得到上述格式的收敛阶，并通过图像进一步说明该差分格式的有效性，即通

过有限差分格式得到的数值解既能保持原问题表现出来的性质，又可以在一定误差允许的范围内满足工

程问题的需要。 
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Abstract 
The purpose of this paper is to construct an efficient finite difference scheme for two-dimensional 
fractional partial differential equations with variable coefficients. By analyzing the error, the con-
vergence order of the difference scheme is ( )3 2 2

1 2Ο h hατ − + + , where τ  denotes time step, 1 2,h h  
denote space step, 1 2α< < . The convergence and stability of the proposed finite difference scheme 
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are proved by energy method. Finally, we use Gauss iterative method to solve the given numerical 
example, the convergence order of the above scheme is obtained by dealing with the error, and the 
effectiveness of the scheme is further illustrated by the image, that is, the numerical solution ob-
tained by the finite difference scheme can not only keep the properties of the original problem, 
but also meet the needs of engineering problems within a certain error allowable range. 
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1. 引言 

近几十年来，随着大家对反常运输现象和反常扩散过程的兴趣越来越大[1] [2]，与整数阶偏微分方程

相比，分数阶偏微分方程由于其自身具有非局域性、可记忆性和遗传性，所以更容易模拟记忆相关现象

和复杂介质。此外，还发现分数阶偏微分方程可以更好地适用于物理、生物科学、工程、金融等各个领

域的数学模型，如现实生活中物质的电学性质，包括电磁和电化学、流体力学、粘弹性理论[3]、图像去

噪[4]、金融期权定价的 Black-Scholes 模型[5]等。虽然一些特殊形式的分数阶偏微分方程的解析解可以用

相应的方法求解，如积分变换的拉普拉斯变换[6]，但大多数分数阶偏微分方程很难找到它们的解析解。 
然而，在工程中，可控误差可以允许在一定范围内，这促使我们寻找有效的数值方法来求解分数阶

偏微分方程。到目前为止，已经提出了许多求解分数阶偏微分方程的数值方法，如有限差分法[7] [8]、有

限元法、谱方法、矩阵法和小波方法等。近几年来，有限差分方法在各种模型中的应用越来越广泛，其

中 Ji 等人[9] [10]通过有限差分方法求解时间分数阶 Dual-Phase-Lagging 热传导模型。据作者所知，许多

处理分数阶偏微分方程的有限差分方法大致可分为两类，一种是将其转换为积分形式，以便进一步研究

分数阶积分算子，另一种是对时间分数阶导数的直接近似，包括基于生成函数的 Grunwald-Letnikov 公式

和用于本文模型的 L1 公式。其他数值方法详见参考文献[11] [12] [13] [14]。 
而本文研究的数学模型也可以称作分数阶对流–扩散波方程，是用时间分数阶 Caputo 导数代替了对

流扩散方程中的时间一阶导数演变而来，描述了流体的传质、传热等过程，即当Ω为求解区域，而 ∂Ω为

Ω的边界区域时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ]

1 2 1 2, , , , ,

, , , \ , 0, ,

u u u u up x y p x y r x y r x y q x y u
x x y y x yt

f x y t x t T

α

α

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂    
= ∈Ω ∂Ω ∈

           (1) 

初始条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,0

, ,0 , , , , , ,
u x y

u x y x y x y x y
t

φ ψ
∂

= = ∈Ω
∂

                     (2) 

边界条件 

( ) ( ) ( ) ( ], , , , , , 0, ,u x y t x y t x y Tϕ= ∈∂Ω×                           (3) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2023.124145
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


崔曼若 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.124145 1420 应用数学进展 
 

其中1 2α< < ，并且
u

t

α

α

∂
∂

定义为 Caputo 分数阶导数，即 

( )
( )

( )

2

2 10

,1 d .
2

t u x su s
t s t s

α

α αα −

∂∂
=
Γ −∂ ∂ −

∫  

由于变系数偏微分方程比常系数偏微分方程应用更广泛，研究变系数偏微分方程更有意义[15]。将原

始方程转化为特殊的等价形式，提出了一类分数阶流动/不流动对流扩散方程的高阶数值方法，克服了变

系数带来的困难。在[16]中，空间导数用四阶紧致有限差分法离散，时间导数用 L1 近似与 Crank-Nicolson
技术耦合离散，从而克服了变系数的困难。通过[17]，我们可以知道通过指数变换可以大大简化时滞问题，

从而可以使用变系数四阶紧算子，基于紧算子和降阶方法，导出了数值格式，然后可以导出收敛性和稳

定性[18]。用极坐标表示二维时间分数阶扩散波方程的有限差分格式，并用交替方向隐式方法求解，将二

维问题分解为两个独立的一维问题。据作者所知，很少有研究该方程的文章，所以本文的工作是有意义

的。在本文中，首先我们利用有限差分方法求解出复杂的二维变系数分数阶偏微分方程，通过迭代法进

一步减少运算成本，也可以令变系数为常数，进而也可以得到求解常系数偏微分方程的数值方法，其次

我们不仅从理论上证明了该有限差分格式的有效性，还在数值算例中进一步验证了理论结果。 
在本文的第二节中，我们通过一致网格剖分对求解区域进行剖分，给出在下面的文章中使用的基本

符号，然后基于有限差分法构造变系数对流–扩散波方程的差分格式，并估计了差分格式引起的截断误

差。我们还在第三节中给出了所提出方案的收敛性和稳定性。最后，我们通过数值算例验证了该方法的

收敛阶，并通过误差图像验证了该差分格式是有效的。 

2. 差分格式的建立 

首先将求解区域的空间方向分别划分为均匀一致网格，其中 x 方向的空间步长为 ( )1 1h b a m= − ，

1ix a ih= + ， 10 i m≤ ≤ ，y 方向的空间步长为 ( )2 2h d c m= − ， 2jy c jh= + ， 20 j m≤ ≤ ，对时间方向进行

均匀一致剖分，时间步长 T Nτ = ，时间节点 nt nτ= ， 0 n N≤ ≤ 。 
假设 { }, 1 20 ,0 ,0n

i ju u i m j m n N= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 是在网格节点上的网格函数，定义下面的记号： 

( ) ( )
1 1

1 12 21 1, ,
2

n nn n n n
tu u u u u uδ

τ
− −− −= + = −  

( ) 1, 1,
1 , 1, ,,

1 12

1 , ,
2

i j i j
x i j i j x i ji j

u u
u u u u

h h
δ + −

−
−

−
= − ∆ =  

( ) ( ) ( )
1 1, ,
2 2

2
1 1 1 1 1, , ,

1 2 2

1 ,
i j i j

x x xi j i j i j
p u p u p u

h
δ δ δ

+ −+ −

 
 = −
 
 

 

( )
1 1 11
2 2 2

0 1 1
1

1 1, ,
(2 )

nn n k

t t n k n k t n
k

u a u a a u aα
τδ δ ψ δ δ ψ

α τ

−− − −

− − − −
=

   
= − − −     Γ −   

∑  

其中 

( )1
2

2 2
1

d 1 , 0.
2

l

l

t
l t

ta l l l
t

α
α α

α

τ
α

+
−

− −
−

 = = + − ≥ −∫  

本文利用有限差分方法对本文的模型(1)~(3)建立差分格式，即对于时间分数阶导数，利用 Sun 等人

[19]文章中的 L1 公式进行逼近，则局部截断误差为 ( )3 ατ −Ο ，对于空间变系数偏导数部分，令 1v u x= ∂ ∂ ，

2v u y= ∂ ∂ ，而 ( ) ( )1 1, , ,n
i j ni jv v x y t= ，( ) ( )2 2, , ,n

i j ni jv v x y t= ，即在点 ( ), ,i j nx y t 处利用 Taylor 展开式，利用
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二阶差商近似二阶偏导数，即 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1 1 21 1, ,
1 2 2 1

1 1 1
1

1 11 1 1 1, ,, ,2 2 22 2
1

1

, , , , , ,
24

,

n n
i j i j

i j n i j n j n

n n
x xi j i ji j i j

v vv hup x y t x y t v y t
x x x h

p u p u
h

h

ξ

δ δ

+ −

+ −+ −

−∂∂ ∂  ′′′= = − ∂ ∂ ∂ 

−
= +Ο

            (4) 

同理 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

1 1 22 2, ,
2 2 2 2

2 2 2
2

1 12 1 2 1, ,, ,2 2 22 2
2

2

, , , , , ,
24

,

n n
i j i j

i j n i j n i n

n n
x xi j i ji j i j

v vv hup x y t x y t v x t
y y y h

p u p u
h

h

ξ

δ δ

+ −

+ −+ −

−  ∂∂ ∂ ′′′= = − ∂ ∂ ∂ 
−

= +Ο

            (5) 

其中 1 1 1
2 2

,
i i

x xξ
− +

 
∈  
 

， 2 1 1
2 2

,
j j

y yξ
− +

 
∈  
 

。 

利用中心差分公式近似(1)式等号左边的第四项和第五项，可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1, 1, 2
1 1 1,

1

, 1 , 1 2
2 2 2,

2

, , ,
2

, , ,
2

n n
i j i j

i j n i j

n n
i j i j

i j n i j

u uur x y t r h
x h

u uur x y t r h
y h

+ −

+ −

−∂
= +Ο

∂

−∂
= +Ο

∂

                        (6) 

和时间离散保持一致，利用第 n 层和第 n-1 层的加权平均，结合(4)~(6)得到以下有限差分格式： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 11 1

2 22 2 2 22 2, , 1 2 1 , 2 , , ,, , , ,

1
2

, 1 2

,

,1 1,1 1, 1,

n n n nn n
t i j i j x y x i j y i j i j i ji j i j i j i j

n

i j

u p u p u r u r u q u

f i m j m n

α
τδ δ ψ δ δ

− − − −− −

−

 
− − + ∆ + ∆ +  

 

= ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≥

         (7) 

0 0
, , , , 1 2, ,0 ,0 ,i j i j t i j i ju u i m j mφ δ ψ= = ≤ ≤ ≤ ≤                          (8) 

1 20, , ,0 , 1 20, 0, 0, 0,0 ,0 ,n n n n
j m j i i mu u u u i m j m= = = = ≤ ≤ ≤ ≤                     (9) 

其中截断误差为 ( )3 2 2
1 2h hατ −Ο + + 。 

3. 差分格式的收敛性稳定性分析 

在证明以上差分格式的收敛性和稳定性之前，我们引入以下记号和引理： 

( )
2 1

21

11 1 2 1 1, ,21 1 2

,
m m

n n
x xi j i jj i

p u h h p uδ δ
−

− −= =

 
=   

 
∑ ∑  

( )
2 1

21

12 1 2 2 1, ,21 1 2

,
m m

n n
y yi j i jj i

p u h h p uδ δ
−

− −= =

 
=   

 
∑ ∑  

( )
2 11 1 22 2

1 2 1 2 , ,1 1 1
, .

m m
n n n n n

x y i j i j
j i

pu p u p u qu h h q uδ δ
− −

= =

= + = ∑ ∑  
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引理 1 [20]：对任一 1 2, ,G G G= 和 q，我们有 

( ) ( )
1 21

2 2
0 1 1

1 1 1
.

2 2 2

N n N
N N

n n k n k k n n n
n k n

t t
a G a a G a q G G q

α α

τ
α

− −−

− − − −
= = =

 − − − ≥ −  − 
∑ ∑ ∑  

引理 2：当边界条件满足 , 0n
i jϕ = ，即

1 2

1 11 1
2 22 2

0, ,0, , 0
n nn n

t j t t i tm j i mu u u uδ δ δ δ
− −− −

= = = = 时，有 

( ) ( ) ( )2 1 2 11 11 1 1 11 1 2 22 2 12 22 21 2 1 , 1 2 2 ,, , 1 11 1 1 1

1 .
2

m m m mn nn n n n
x t i j y t i ji j i j

j i j i
h h p u u h h p u u pu puδ δ δ δ

τ

− − − −− −− − −

= = = =

− − = −∑ ∑ ∑ ∑  

证明：由[20]易得： 

( ) ( )

( )

2 1 2 1
2 211 1 11

2 11 222 11 2 1 , 1 1 1, , , ,21 1 1 1 2 2

2 2

1 1

2

1 ,
2

m m m mnn n n
x t i j x xi j i j i j i jj i j i

n n
x x

h hh h p u u p u u

p u p u

δ δ δ δ
τ

δ δ
τ

− − −−− −
− − −= = = =

    
 = − −           

= − −

∑ ∑ ∑ ∑
 

( ) ( )

( )

2 1 2 1
2 211 1 11

2 11 222 11 2 2 , 2 1 1, , , ,21 1 1 1 2 2

2 2

2 2

2

1 ,
2

m m m mnn n n
y t i j y yi j i j i j i jj i j i

n n
y y

h hh h p u u p u u

p u p u

δ δ δ δ
τ

δ δ
τ

− − −−− −
− − −= = = =

    
 = − −           

= − −

∑ ∑ ∑∑
 

以上两个式子相加即得证。 
为了利用能量分析方法分析该差分格式的收敛性和稳定性，推得以下能量不等式： 
引理 3：若{ },

n
i ju 是差分格式的数值解，则存在常数 1 2 3, ,C C C 使得序列 

1

21
2 2 228 0 02

2 3 1 01 1 1
e 3 2 8 ,

N nC TN

n
pu pu C f C qu C kMτ ψ τ

−

=

 
 ≤ + + + +
 
 

∑              (10) 

其中 k N≤ ， N Tτ ≤ ， { }2 20 1
0 1 1

max , , kM pu pu −=  。 

证明：将差分格式(7)两边同时与
1
2

,

n

t i juδ
−
作内积，然后同时乘以τ 并将 n 从 1 到 N 求和，结合引理 1

和引理 2，利用 Cauchy-Schwarz 不等式和 Gronwall 不等式易得，具体证明见附录。 
定理 1 (稳定性)当τ 足够小的时候，由差分格式(7)得出的数值解满足不等式(10)，则该差分格式是稳

定的。 
定理 2 (收敛性)假设 ( ){ }, ,u x y t 是方程(1)~(3)的精确解，{ },

n
i ju 是差分格式(7)~(9)的数值解，定义

( ), ,, ,n n
i j i j n i je u x y t u= − ，由差分格式的截断误差得存在常数 c 使得 

( )3 2 2
, 1 2 .n

i je c h hατ −≤ + +  

4. 数值算例 

在这一节中，本文通过两个算例来验证时间收敛阶和空间收敛阶，并且给出部分节点的精确解、数

值解,最后通过误差图像分析该差分格式的意义。 
例 1：当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , 1p x y r x y p x y r x y q x y= = = = = 时，若方程(1)~(3)的精确解为 

( ) ( )3, sinu x y t x y= + ， ( ) ( )
( ) ( ) ( )3 3 34

, 3 sin 2 cos
4

f x y t t x y t x yα

α
− Γ

= + + + +  Γ − 
，其中 
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( ) [ ] [ ] [ ], , 0,1 0,1 0,1x y t ∈ × × ，为了减少收敛阶的计算量，通过 2 3h ατ −≈ 计算收敛阶，由表 1 可得，该差分

格式的时间收敛阶是 ( )3 ατ −Ο ，空间收敛阶为 ( )2 2
1 2h hΟ + ，当 NU 为最后时刻的数值解， Nu 是当 Nt t= 时

的精确解，则有 

Error ,N NU u
∞

= −  

表 2 是当 1 2
1 1, , 1.5

50 200
h h τ α= = = = 时最后时刻的部分节点的数值解、精确解以及它们之间的误差，图

1 是最后时刻的误差图像，通过图像可以看出利用该差分格式逼近精确解是有效的，且误差可以控制在

一定范围内。 
 
Table 1. Error and convergence order of the numerical approximation in example 1 
表 1. 例题 1 中数值逼近的误差以及收敛阶 

α  h Error Convergence order 

1.1 1/20 1.3710e−04  

 1/40 3.3166e−05 2.0475 

 1/80 8.3605e−06 1.9880 

 1/160 2.0967e−06 1.9955 

1.4 1/20 2.1069e−04  

 1/40 5.2013e−05 2.0182 

 1/80 1.3102e−05 1.9891 

 1/160 3.2717e−06 2.0017 

1.7 1/20 2.6172e−04  

 1/40 6.4943e−05 2.0108 

 1/80 1.6238e−05 1.9998 

 1/160 4.0586e−06 2.0003 
 
Table 2. Numerical solution, exact solution and the error at the last moment in example 1 
表 2. 例题 1 中最后时刻部分节点的数值解、精确解以及它们之间的误差 

节点 ( ),i jx y  精确解 数值解 |精确解-数值解| 

(1/5,1/5) 0.3894183 0.3894224 4.1e−06 

(2/5,2/5) 0.7173560 0.7173642 8.2e−06 

(3/5,3/5) 0.9320390 0.9320472 8.2e−06 

(4/5,4/5) 0.9995736 0.9995775 3.9e−06 
 

例 2：当 ( ) ( )1 1, ,p x y r x y x= = ， ( ) ( )2 2, ,p x y r x y y= = ， ( ),q x y x y= + 时，若方程(1)~(3)的精确解为

( ) ( )3, sinu x y t x y= + ， ( ) [ ] [ ] [ ], , 0,1 0,1 0,1x y t ∈ × × ，其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 34

, 2 sin 2 cos
4

f x y t x y t x y x y t x yα

α
− Γ

= + + + + + − +  Γ − 
 

由表 3 可得利用该差分格式解决变系数分数阶偏微分方程与常系数分数阶偏微分方程的时间收敛阶

和空间收敛阶一致。表 4 是当 1 2
1 1, , 1.5

50 200
h h τ α= = = = 时最后时刻的部分节点的数值解、精确解以及 
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它们之间的误差，图 2 是最后时刻的误差图像。通过图像可以看出利用该差分格式逼近变系数方程的精

确解仍然是有效的，且误差可以控制在一定范围内。 
 

 

Figure 1. Error diagram at the last moment when 1 2
1 1, , 1.5
50 200

h h τ α= = = =  in example 1 

图 1. 例 1 中当 1 2
1 1, , 1.5
50 200

h h τ α= = = = 时最后时刻的误差图 

 
Table 3. Error and convergence order of the numerical approximation in example 2 
表 3. 例题 2 中数值逼近的误差以及收敛阶 

α  h Error Convergence order 

1.1 1/20 2.2758e−04  

 1/40 5.5737e−05 2.0297 

 1/80 1.4522e−05 1.9404 

 1/160 3.7257e−06 1.9627 

1.4 1/20 5.2987e−04  

 1/40 1.3674e−04 1.9542 

 1/80 3.5695e−05 1.9376 

 1/160 9.1295e−06 1.9671 

1.7 1/20 1.2000e−03  

 1/40 2.9715e−04 2.0138 

 1/80 7.5993e−05 1.9673 

 1/160 1.9249e−05 1.9811 
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Table 4. Numerical solution, exact solution and the error at the last moment in example 2 
表 4. 例题 2 中最后时刻部分节点的数值解、精确解以及它们之间的误差 

节点 ( ),i jx y  精确解 数值解 |精确解−数值解| 

(1/5,1/5) 0.389418 0.389516 9.8e−04 

(2/5,2/5) 0.717356 0.717453 9.7e−04 

(3/5,3/5) 0.932039 0.932106 6.7e−04 

(4/5,4/5) 0.999573 0.999600 2.7e−05 
 

 

Figure 2. Error diagram at the last moment when 1 2
1 1, , 1.5
50 200

h h τ α= = = =  in example 2 

图 2. 例 2 中当 1 2
1 1, , 1.5
50 200

h h τ α= = = = 时最后时刻的误差图 

5. 结论 

本文不仅从理论上证明利用有限差分方法提出的有限差分格式对于求解二维变系数分数阶偏微分方

程是收敛且稳定的，还从数值算例中得出了无论是常系数或者变系数问题，都可以利用该格式得到误差

可以控制在一定范围内的数值解，从而可以对实际复杂问题进行数值模拟。 
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附  录 

差分格式两边同时作内积得： 
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由引理 1 得 
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21 1 11 2
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由引理 2 得 

( ) ( ) ( )2 1 2 11 11 1 1 11 1 2 22 2 12 22 21 2 1 , 1 2 2 ,, , 1 11 1 1 1
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将(11)等式左端四五项移至等式右端，由于 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]1 1 2 2, , , , , , , , ,p x y r x y p x y r x y a b c d∈ × ，则存在常

数
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等式左端第六项可以写作： 
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通过 Cauchy-Schwarz 不等式放缩等式右端项，有 
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由于 ( )1,2i iε = 是任意值，故可以取特定的值将不等式两端的
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