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摘  要 

T. Bag和S. K. Samanta于2003年建立了模糊赋范线性空间，并研究了模糊范数导出的α-范数 ( )( )α ∈ 0,1

性质，以及点列按照α-范数收敛与按照模糊范数收敛的关系。本文给出了由模糊范数导出的1-范数的概

念，研究了点列按1-范数收敛与按模糊范数收敛的关系。同时，研究了按1-范数引入的逼近问题，得到

了按1-范数定义的存在性集与模糊闭集之间的关系。 
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Abstract 
T. Bag and S. K. Samanta established the fuzzy norm linear space in 2003, studied the properties of 
α-norm derived by fuzzy norm, and discussed the relationship between sequence convergence in 
sense of α-norm and convergence in sense of fuzzy norm. In this paper, we give the concept of 
1-norm derived from fuzzy norm and study the relationship between convergence of sequence in 
sense of 1-norm and convergence in sense of fuzzy norm. Meanwhile, the approximation problem 
introduced by 1-norm is discussed, and the relationship between the 1-existence set and the fuzzy 
closed set defined by 1-norm is obtained. 
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1. 引言 

2003 年，T. Bag 和 S. K. Samanta [1]建立了一种新的模糊赋范线性空间(以下讨论的模糊赋范线性空

间均为此空间)，讨论了模糊范数导出的 α-范数 ( )( )0,1α ∈ 性质，以及点列依 α-范数收敛与依模糊范数收

敛的关系。随后，很多学者研究了模糊赋范线性空间的拓扑性质、算子的有界性和连续性等[2] [3] [4] [5] 
[6]。2023 年，徐艳艳[7]等研究了模糊赋范线性空间中的逼近问题，给出了模糊赋范线性空间中宽度的概

念，得到了标准有限维模糊赋范线性空间的宽度与经典有限维赋范线性空间宽度的关系。基于以上研究，

本文给出了模糊范赋范线性空间中 1-范数的概念，研究了按照 1-范数定义的闭集与模糊闭集之间的关系，

讨论了按照 1-范数定义的存在性集与模糊闭集之间的关系。 

2. 1-范数 

在本文中，如果没有特殊说明，R 用表示实数集。 
定义 1.1 [1] (模糊范数的定义)设 X 是线性空间，θ 为其零元，N 为 X R× 上的模糊子集。如果对

,x y X∀ ∈ ， c R∈ ，有 
(N1) 0t∀ ≤ ，有 ( ), 0N x t = ； 
(N2) t R∀ ∈ 且 0t > ，有 ( ), 1N x t = 当且仅当 x θ= ； 

(N3) t R∀ ∈ 且 0t > ，如果 0c ≠ ，有 ( ), , tN cx t N x
c

 
=   

 
； 

(N4) ,s t R∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ){ }, min , , ,N x y s t N x s N y t+ + ≥ ； 

(N5) ( ),N x ⋅ 为 R 上的不减函数且 ( )lim , 1
t

N x t
→+∞

= 。 

则称 N 为 X 上的模糊范数， ( ),X N 为模糊赋范线性空间。 
注[2]： ( ),N x t 表示 x 的范数是实数 t 的真值。 
T. Bag 和 S.K. Samanta [5]给出了模糊赋范线性空间的例子。 
例 1.2 [1]设 ( ),X ⋅ 为赋范线性空间， x X∀ ∈ ， t R∀ ∈ ，定义： 

( ) ,   0
,

0,            0

t t
N x t t x

t

 >= +
 ≤

, 

则 ( ),X N 是模糊赋范线性空间。称它为标准的模糊赋线性空间。 
例 1.3 [1]设 ( ),X ⋅ 为赋范线性空间， x X∀ ∈ ， t R∀ ∈ ，定义：

 

( )
0,

,
1,

t x
N x t

t x
 ≤=  >

,
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则 ( ),X N 是模糊赋范线性空间。 
定义 1.4 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，{ }nx 是 X 中的点列。如果 x X∃ ∈ ，使得 

( )lim , 1,  0nn
N x x t t

→∞
− = ∀ > ， 

则称{ }nx 模糊收敛且模糊收敛到 x，记为 N
nx x→ 。x 称为{ }nx 的模糊极限。 

定义 1.5 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，A 为 X 的子集。 
1) A 中所有模糊收敛点列的模糊极限所组成的集合称为 A 的模糊导集，记为 A′。 
2) 若 A A′ ⊆ ，则称 A 为模糊闭集。 
3) 称 A A′ 为 A 的模糊闭包，记为 A 。 
设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间， x X∀ ∈ ，令 

( ){ }0 : , .x t N x t
α

α= ∧ > ≥                              (1.1) 

由文献[7]的例 1 知，
α
 不一定是 X 上的范数。T. Bag 与 S.K. Samanta [2]给出了

α
 为 X 上范数的

一个充分而非必要条件。 ( )0,1α ∈  
引理 1.6 [1]设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，若模糊范数 N 满足以下条件： 
(N6) 0t∀ > ，有 ( ), 0N x t > ，则 x θ= 。 
则由(1.1)式定义的 ( )( )0,1

α
α ∈ 为 X 上的范数，且 ( ){ }: 0,1

α
α ∈ 为 X 上的单增范数簇。称

α
 为

由模糊范数 N 导出的 α-范数。 
设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间。对 x X∀ ∈ ，令 

( ){ }1 0 : , 1 ,x t N x t= ∧ > ≥                               (1.2) 

根据下面的例子可知，即使模糊赋范线性空间满足(N6)条件，(1.2)式定义的
1
也不一定是 X 上的范

数。 
例 1.7 设 ( ),X  为赋范线性空间，对 x X∈ ，令 [ ]: 0,1N X R× → ， 
当 x θ= 时， 

( ) 1 0
, ,

0 0
t

N x t
t
>

=  ≤
 

当 x θ≠ 时， 

( ) ( )

0 2
, ,11  1 , 2

t x
N x t

n x t n x n
n

 ≤
=  − < ≤ + ≥

 

则 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，N 为 X 上的模糊范数且模糊范数满足(N6)条件。 
证：(N1) 显然， , 0x X t∀ ∈ ∀ ≤ ，有 ( ), 0N x t = 。 
(N2) 显然， 0t∀ > ， ( ), 1N x t x θ= ⇔ = 。 
(N3) 0, 0t c∀ > ≠ ， x X∈ ， 

当 x θ= 时， ( ), 1 , tN c t N
c

θ θ
 

= =   
 

。 

当 ( )x X θ∈ ≠ 时， 

( ), 0 2 2 , 0,t tN cx t t cx x N x
c c

 
= ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ =  
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( ) ( ) ( )1 1, 1 1 1 , 1 .t tN cx t n cx t n cx n x n x N x
n c c n

 
= − ⇔ < ≤ + ⇔ < ≤ + ⇔ = −  

 
 

因此， 0, 0t c∀ > ≠ ， x X∀ ∈ ，有 ( ), 1 , tN cx t N x
c

 
= =   

 
。 

(N4) ,t s R∀ ∈ ， ,x u X∀ ∈ ， 
若 ( ), 1N x u s t+ + = ，显然有 ( ) ( ) ( ){ }, min , , ,N x u t s N x t N u s+ + ≥ 。 
若 ( ), 0N x u s t+ + = ，则 2 2 2t s x u x u+ ≤ + ≤ + 。不妨令 2 u s< ，那么 2 x t≥ ，则 ( ), 0N x t = 。

因此，当 ( ), 0N x u s t+ + = 时，总有 ( ), 0N x t = 或 ( ), 0N u s = 。 
故而， ( ) ( ) ( ){ }, min , , ,N x u t s N x t N u s+ + ≥ 。 

若 ( ) 1, 1N x u s t
n

+ + = − ，则 ( ) ( ) ( )1 1 1n x u t s n x u n x n u+ < + ≤ + + ≤ + + + ，不妨令 ( )1n u s+ < ，

那么 ( )1n x t+ ≥ ，则 ( ) 1, 1N x t
n

≤ − 。因此，当 ( ) 1, 1N x u s t
n

+ + = − 时，总有 ( ) 1, 1N x t
n

≤ − 或 ( ) 1, 1N u s
n

≤ − 。 

故而， ( ) ( ) ( ){ }, min , , ,N x u t s N x t N u s+ + ≥ 。 
(N5) 由定义知， ( ),N x ⋅ 为 R 上的不减函数且 ( )lim , 1

n
N x t

→∞
= 。 

(N6) 显然满足。 
例 1.7 中，当 x θ≠ 时， ( ){ }0 : , 1t N x t φ> ≥ = ，则 ( ){ }1 0 : , 1x t N x t= ∧ > ≥ 不存在。因此，在模糊赋

范线性空间中即便模糊范数满足(N6)条件，但由(1.2)式所定义的
1
也可能是不存在的。下面定理，给出

1
为范数的一个充分条件。 

定理 1.8 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，且模糊范数 N 满足条件： 
(N6-1) x X∀ ∈ ，存在 0xt > ，使得 ( ), 1xN x t = 。 

x X∀ ∈ ，令 

( ){ }1 0 : ( , 1 ,x t x t= ∧ > ≥                                    (1.2) 

则 1 为 X 上的范数。称 1 为由模糊范数 N 导出的 1-范数。 

证明： x X∀ ∈ ， ( ){ }0 : , 1t N x t φ> ≥ ≠ ，从而
1x 有意义且

1 0x ≥ 。下面验证
1
满足范数的三公理。 

1) 正定性： 
x X∀ ∈ ，若 1 0x = ，则由 1x 的定义知， 
( ), 1,N x t = 0.t∀ >  

从而由(N2)知， x θ= 。 
若 x θ= ，则由(N2)知， 

( ), 1,N x t = 0.t∀ >  

故，
1 0x = 。 

2) 齐次性： 
x X∀ ∈ ， c R∀ ∈ ， 

当 0c ≠ 时， 

( ){ }

( ){ } ( ){ }

1

1

0 : , 1 0 : , 1 0 : , 1

0 : , 1 0 : , 1 .

t tcx t N cx t t N x t N x
c c

c t N x t c t N x t c x

         = ∧ > = = ∧ > = = ∧ > =                  
= ∧ > = = ∧ > = =
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当 0c = 时， 

1 1 1 10 0 0 0 .x x xθ= = = =  

3) 三角不等式： 
,x y X∀ ∈ ， 

( ){ } ( ){ }
( ) ( ){ }

( ){ }
( ){ }

1 1

(N4)

1

0 : , 1 0 : , 1

0 : , 1, , 1

0 : , 1

0 : , 1 .

x y t N x t s N y s

t s N x t N y s

t s N x y t s

t N x y t x y

+ = ∧ > = + ∧ > =

= ∧ + > = =

∧ + > + + =≥

= ∧ > + = = +

由  

综上所述，1-范数是 X 上的范数。 
定义 1.9 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间且满足条件(N6-1)，{ }nx 是 X 中的点列。如果 x X∃ ∈ ，使得 

1
lim 0.nn

x x
→∞

− =  

则称{ }nx 依 1-范收敛且依 1-范收敛到 x，记为 1
nx x⋅→ ，x 称为{ }nx 的 1-极限。 

定义 1.10 设 ( ),X N 为模糊赋范线性空间，A 是 X 的子集。 
1) A 中所有依 1-范收敛点列的 1-极限所构成的集合称为 A 的 1-导集，记为 1A′。 
2) 若 1A A′ ⊆ ，则称 A 为 1-闭集。 
3) 称 1A A′ 为 A 的 1-闭包，记为 1A  
在模糊赋范线性空间 ( ),X N 中，为了讨论 1-闭集与模糊闭集的联系，我们引入(N7)条件。 
(N7)： 0ε∀ > ， ( )δ δ ε∃ = ， x X∀ ∈ ， ( )1 ,1α δ∈ − ，有

1x x
α

ε− < 。
 

定理 1.11 设模糊赋范线性空间 ( ),X N 满足条件(N6-1)和(N7)，{ }nx 是 X 中的点列。则 
1

0 0
xN

n nx x x x→ ⇒ → 。 
证： 0ε∀ > ，由(N7)知， ( )δ δ ε∃ = ，对 ,x X∀ ∈  ( )1 ,1α δ∈ − ，有 

1 .x x
α

ε− <                                    (1.3) 

取 ( )0 1 ,1α δ∈ − ，由 0
N

nx x→ 知， ( )0lim , 1nn
N x x ε

→∞
− = 。 

从而， ( )0 0 0 ,n n α ε∃ = ， 0n n∀ ≥ ，有 

( )0 0, .nN x x ε α− >  

再由
α
 的定义知， 0n n∀ ≥ ，有 

0 .nx x
α

ε− <  

由(1.3)知， 0n n∀ ≥ ，有 

0 01
2 .n nx x x x

α
ε ε− < + − <  

即， 1
0nx x⋅→ 。

 
由 1-闭集、模糊闭集的定义及定理 1.11，易见下定理成立，这也是本文的主要结果之一。 
定理 1.12 设模糊赋范线性空间 ( ),X N 满足条件 N(6-1)和(N7)，则 1-闭集一定是模糊闭集。 
证：设集合 A 是 ( ),X N 的任意模糊 1-闭集，即 1A A= ，则对 { }nu A∀ ⊂ ，若 1

nu u⋅→ 则 u A∈ 。 
在模糊赋范线性空间中，若 x A′∈ ，则 { }nx A∃ ⊂ 。 
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N
nx x→  

由定理 1.11 知 

1
0 0

xN
n nx x x x→ ⇒ →  

所以， 

1
nx x⋅→  

因此 x A∈ 。由 x 的任意性知 A A′ ⊂ ，所以 A 是模糊闭集。 

3. 模糊赋范线性空间的 1-最佳逼近 

本章，我们在模糊赋范线性空间 ( ),X N 中，给出了 1-最佳逼近的概念并讨论其相关性质。 
定义 2.1 设模糊赋范线性空间 ( ),X N 满足条件(N6-1)，F 是 X 的非空子集。 x X∈ ，令 

( ) 1,
u F

e x F x u
∈

= ∧ −                                  (2.1) 

称 ( ),e x F 为集 F 对定元 x 的 1-最佳逼近。其中
1
的定义见(1.2)式。 

定义 2.2 设模糊赋范线性空间 ( ),X N 满足条件(N6-1)，F 是 X 的非空子集， x X∈ 。若 0y F∃ ∈ ，使

得 ( ) 0 1
,e x F x y= − ，则称 0y 为 x 在 F 内的 1-最佳逼近元，同时称 x 在 F 内 1-最佳逼近元的全体所构成

的集合为 1-最佳逼近元集，记作 ( )Fe x 。 
定义 2.3 设模糊赋范线性空间 ( ),X N 满足条件(N6-1)，F 是 X 的非空子集， x X∈ 。若对每一 x X∈

都有 ( )Fe x φ≠ ，则称 F 是 X 内的 1-存在性集。 
定理 2.4 设模糊赋范线性空间 ( ),X N 满足条件(N6-1)和(N7)，那么 1-存在性集是模糊闭集。 

证：设集合 F 是 1-存在性集， 

0x F ′∀ ∈ ，那么 { } 1
0,n nx F x x⋅∃ ∈ →  

所以， 00,  ( )n Nε ε +∀ > ∃ ∈ ，当 0n n> 时， 0 1nx x ε− <  

( )0 0 01 1
, ny F

e x F x y x x ε
∈

⇒ = ∧ − < − <  

( )0 0 1
, 0

y F
e x F x y

∈
⇒ = ∧ − =  

那么， 0y F∃ ∈ ，使得 0 0 1
0x y− = ， 

由定理 1.8 知， 0 0y x F= ∈ ，因此 1-存在性集是 1-闭集，由定理 1.12 知 1-闭集是模糊闭集，所以 1-
存在性集是模糊闭集。 

定义 2.5 [1]设 ( ),X N 是模糊赋范线性空间，A 是 X 的子集，如果 0t∃ > ， 0 1r< < ， x A∀ ∈ 都有

( ), 1N x t r> − ，则称 A 为模糊有界集。 

定义 2.6 在模糊赋范线性空间中 ( ),X N ，F 是 X 的子集。如果 F 的任意点列必有模糊收敛子列，称

F 是模糊列紧集。如果 F 中任意模糊有界点列必有模糊收敛子列，称 F 是模糊局部列紧集。 
定理 2.7 设 ( ),X N 是模糊赋范线性空间，模糊范数 N 满足条件(N6-1) (N7)，F 是 X 内模糊局部列紧

的模糊闭集，则 F 是 X 内的 1-存在性集。 
证：显然只需证明，如果 x X∀ ∈ 且 x A∉ ，有 ( )Fe x φ≠ 。 

由下确界的定义知， *n N∀ ∈ ，有 nu A∈ 使得
 

( ) ( ) 1
1

, , .ne x F x u e x F n−≤ − < +
 

易见 ( )1
lim ,nn

x u e x A
→∞

− = 。 
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*n N∀ ∈ ，有 

( )1 11 1
, 1.n nu x u x x e x A≤ − + ≤ + +  

故而，{ }nu 依 1 有界。 

令 ( )1 , 1 1x e x A M+ + = − ，则
1nu M< 。下证{ }nu 模糊有界。 

*n N∀ ∈ ，由
1nu 的定义及

1nu M< 知， ( ), 1nN u M ≥ 。令
1
2

r = ，则 

( ), 1 1 .nN u M r≥ > −  

故{ }nu 模糊有界。由模糊局部列紧性知，{ }nu 存在一模糊收敛子列{ }jnu ，设 

0j

N
nu u→ 。由于 A为模糊闭集，所以 0u A∈ 。再由定理 1.11 知， 1

0jnu u•→ 。 

因此， 

( ) ( )0 1 1
, lim , .

jnj
e x F x u x u e x F

→∞
≤ − = − =  

即， ( ) 0 1
,e X A x u= − ，即 ( )0 Fu e x∈ 即证。 

4. 总结 

本文基于 T. Bag 和 S.K. Samanta 于 2003 年建立的模糊赋范线性空间，给出了 1-最佳逼近的概念，

研究了模糊赋范线性空间的逼近特征。得到了 1-存在性集是模糊闭集以及局部列紧的模糊闭集是 1-存在

性集的结论，对本文主要研究内容做出回答。下一步，我们将讨论将模糊赋范线性空间 ( ),X N 的逼近问

题转化成经典赋范线性空间 ( ),X ⋅ 的逼近问题的可行性。 
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