
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2023, 12(6), 3039-3054 
Published Online June 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2023.126305  

文章引用: 王苏, 王世英. 轮图的强连通性[J]. 应用数学进展, 2023, 12(6): 3039-3054.  
DOI: 10.12677/aam.2023.126305 

 
 

轮图的强连通性 

王  苏，王世英 

山西师范大学数学与计算机科学学院，山西 太原 
 
收稿日期：2023年5月28日；录用日期：2023年6月23日；发布日期：2023年6月30日 

 

 
 

摘  要 

互连网络在大型多处理器系统中扮演着重要的角色，许多多处理器系统都有互连网络作为底层拓扑，网

络通常用图来表示。在处理器及其彼此之间的通信链路可能发生故障的系统中，重要的是要考虑网络的

容错能力。在此背景下，提出了网络的强连通性。为了实现强连通性，它允许处理器和通信链路同时发

生故障。一个图G的强0-好邻连通性也称为图G的强连通性，同时我们把一个图G的强1-好邻连通性也称

为图G的强自然连通性。本文在n-维泡型星图BSn强连通性的基础上研究了当n ≥ 4时，CWn的一些强连通

性，其中包括CWn的强0-好邻连通性、强自然连通性以及强自然边连通性等相关性质。 
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Abstract 
Interconnect network plays an important role in large multiprocessor system, many multiproces-
sor systems have an interconnect network as the underlying topology, and the network is usually 
represented by a graph. In systems where the processors and their communication links to each oth-
er can fail, it is important to consider the fault tolerance of the network. Under this background, the 
strong connectivity of network is proposed. To achieve strong connectivity, it allows both the proces-
sor and the communication link to fail simultaneously. The strong 0-good-neighbor connectivity of a 
graph G is also called the strong connectivity of a graph G, and the strong 1-good-neighbor connectiv-
ity of a graph G is also called the strong natural connectivity of a graph G. In this paper, based on the 
strong connectivity property of n-dimensional bubble-sort star graph BSn, we study some strong con-
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nectivity of CWn for n ≥ 4, including the strong 0-good-neighbor connectivity, strong natural connec-
tivity and strong natural edge connectivity of CWn and soon. 
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1. 引言 

近年来，海量数据处理和复杂问题的解决对多处理器系统的性能要求越来越高。许多多处理器系统都有

互连网络(简称网络)作为底层拓扑，因此互连网络这一课题得到了广泛的研究。互连网络的体系结构通常表

示为无向图 G，其中顶点表示处理器，边表示连接两个不同处理器的通信链路。设 ( ),G V E= 是一个图，其

中顶点集为 ( )V G ，边集为 ( )E G 。相应地，我们用 ( )V G 和 ( )E G 分别表示图 G 的顶点数和边数。对于一

个非空顶点集 ( )V V G′ ⊂ ，G 中V ′的诱导子图记为 [ ]G V ′ ，该图的顶点集是V ′，边集是 G 的所有端点都在V ′

中的边的集合。顶点 x 的度 ( )Gd x 表示的是与 x 相连的边的条数。对于图 G 的任意一个顶点 x， ( )GN x 定义

为与 x 相邻的所有顶点的集合，并且我们用 ( )Gd x 表示 ( )GN x 的基数。如果 ( )Gu N x∈ ，则 u 称为 x 的邻点。

对于顶点集 X V⊆ ，X 的邻域定义为 ( ) ( ){ }G Gx X
N X N x X

∈
= −


。特别地，如果 x 是 G 的一个孤立点，则

( ) 0Gd x = 。G 的最大度用 ( )G∆ 表示，G 的最小度用 ( )Gδ 表示。对于邻域和度，当没有混淆时，我们通常

会省略图的下标。如果对于图 G 的任意一个顶点 v，都有 ( )Gd v k= ，则图 G 称为 k-正则图。 
互连网络决定了多处理器系统的性能。在节点及其链路可能发生故障的系统中，考虑网络的容错能

力是很重要的。大型网络的容错能力通常衡量的是在网络拓扑中发生一定数量的节点故障和链路故障时，

网络能在多大程度上保持其原始性质。在此背景下，提出了网络的强连通性。强连通性是在连通性的基

础上衍生出来的产物，因此我们先对连通性进行简单的阐述。令 ( ),G V E= 是一个连通图，则图 G 的连

通性(边连通性) ( )Gκ  ( ( )Gλ )的一个基本定义是删除后产生不连通的图或平凡图的顶点(边)的最小数

目。如果G F− 是不连通的或者只是一个孤立点，那么 F 是图 G 的一个点割，其中 ( )F V G⊆ 。对于

)(GEF ⊆ ，如果G F− 是不连通的，那么 F 是图 G 的一个边割。取一个故障集 F V⊆ ，如果对于 \V F
中的每一个顶点 x，都有 ( ) ( )\GN x V F g≥ ，则称 F 是一个 g-好邻故障集。使得 FG − 不连通的一个

g-好邻故障集 F 被称为图 G 的一个 g-好邻割。g-好邻割的最小基数称为图 G 的 g-好邻连通度，用 ( ) ( )g Gκ
表示。如果G F− 的每个分支至少有 ( )1g + 个顶点，则称故障集 F V⊆ 是一个 g-额外故障集。使得 FG −
不连通的一个 g-额外故障集 F 被称为图 G 的一个 g-额外割。g-额外割的最小基数称为图 G 的 g-额外连通

度，用 ( ) ( )g Gκ 表示。本文主要研究的是当 4n ≥ 时， nCW 的一些强连通性。在本文中，我们首先得到了

nCW 的强连通度。在此基础上，同时我们也研究了当条件改变时 ( )1g = 的各类连通性的结论。而强连通

性的有关概念和性质，我们将在下一部分详细给出。 

2. 预备知识 

2.1. 轮图 

在置换
1 2

 1 2
n

n
p p p

 
 
 





中， ii p→ ，为了方便用 1 2 np p p 表示置换
1 2

 1 2
n

n
p p p

 
 
 





。每个置换
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都可以用不相交的轮换的乘积表示。例如， ( )
1 2 3

123
2 3 1
 

= 
 

。特别地， ( )
1 2

1
1 2

n
n

 
= 

 





。两个置换

的乘积στ 是先作用于τ 后作用于σ 的复合函数，例如，( )( ) ( )12 13 132= 。对于这里未定义的术语和符号，

我们则遵循[1]。 
下面对轮图 nCW 的定义进行简单介绍。轮图 nCW 是一个有 !n 个顶点的图，并且每个顶点都有

1 2 nx x x x=  的形式，其中1 ix n≤ ≤ ，并且对于不同的1 ,i j n≤ ≤ ，有 i jx x≠ 。我们定义一个运算“ ”，

该运算使得 ( ),x y i j=  ，例如 1 2 i j nx x x x x x=    ，那么 1 2 j i ny x x x x x=    ，其中 ( ), nx y V CW∈ 。

两个不同的顶点 ( ), nx y V CW∈ ，( ) ( ), nx y E CW∈ 当且仅当 ( )1,x y i=  ，且 2 i n≤ ≤ ，或者 ( ), 1x y i i= + ，

且 2 1i n≤ ≤ − ，或者 ( )2,x y n=   (见[2])。 nCW 可以划分为 n 个子图 1 2, , , n
n n nCW CW CW ，其中每个 i

nCW
在标签字符串的最后一个位置都有一个固定的 i，每个 i

nCW 同构于 1nBS − ，且1 i n≤ ≤ 。注意 nCW 和 nBS 都

是特殊的 Cayley 图。轮图 4CW 如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. The wheel network CW4 
图 1. 轮图 CW4 

2.2. 定义和性质 

定义 2.1 ([3]) 设 ( ),G V E= 是一个非平凡连通图，如果 ( )G F gδ − ≥ ，则强故障集 EVF ⊆ 称为强

g-好邻故障集。使得G F− 不连通的一个强 g-好邻故障集 F 被称为图 G 的一个强 g-好邻割。强 g-好邻割

的最小基数称为图 G 的强 g-好邻连通度，用 ( ) ( )g Gκλ 表示。若图 G 有一个强 g-好邻割，则连通图 G 是

强 g-好邻连通的。图 G 的强0-好邻连通度也称做图 G 的强连通度，记为 ( )Gκλ ，图 G 的强1-好邻连通度

也称做图 G 的强自然连通度，记为 ( )n Gκλ 。若 F E⊆ ，则图 G 的强自然连通度称为图 G 的自然边连通

度，表示为 ( )n Gλ 。 
假设 g g′ ≥ 。如果一个连通图 G 是强 g′ -好邻连通的，那么图 G 有一个强 g′ -好邻割 F。因此可以得

到 ( )G F gδ ′− ≥ ，再结合 g g′ ≥ ，我们有 ( )G F gδ − ≥ 。因此，图 G 也是强 g-好邻连通的。由此我们有

下述定理成立。 
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定理 2.2 ([3]) 令 g g′ ≥ ，且 G 是一个强 g′ -好邻连通图。那么 ( ) ( ) ( ) ( )g gG Gκλ κλ′ ≥ 。 
定义 2.3 ([3]) 设 ( ),G V E= 是一个非平凡连通图，如果G F− 的每个分支至少有 1g + 个顶点，则强

故障集 F V E⊆  称为强 g-额外故障集。使得G F− 不连通的一个强 g-额外故障集 F 被称为图 G 的一个

强 g-额外割。强 g-额外割的最小基数称为图 G 的强 g-额外连通度，用 ( ) ( )g Gκλ 表示。若图 G 有一个强

g-额外割，则连通图 G 是强 g-额外连通的。 
假设 g g′ ≥ 。如果一个连通图 G 是强 g′ -额外连通的，那么图 G 有一个强 g′ -额外割 F。因此可以得

到G F− 的每个分支至少有 1g′ + 个顶点，再结合 g g′ ≥ ，我们有G F− 的每个分支至少有 1g + 个顶点。

因此，图 G 也是强 g-额外连通的。由此我们有下列定理成立。 
定理 2.4 ([3]) 令 g g′ ≥ ，且 G 是一个强 g′ -额外连通图。那么 ( ) ( ) ( ) ( )g gG Gκλ κλ′ ≥  。 
定理 2.5 ([3]) 令 G 是一个强 g-好邻连通图，那么 ( ) ( ) ( ) ( )g gG Gκλ κλ≥  。 
定理 2.6 ([3]) 令 G 是一个强 g-额外连通图，当 0,1g = 时，有 ( ) ( ) ( ) ( )g gG Gκλ κλ=  。 
定理 2.7 ([3]) 对于任何整数 2n ≥ ， ( ) 2 3nBS nκλ = − 。 
定理 2.8 ([4]) 令 3n ≥ ，令 ( )nF E BS⊆ 且 4 9F n≤ − 。如果 nBS F− 是不连通的，则 nBS F− 有两个

分支，其中一个是孤立点。 
定理 2.9 ([5]) 对于任何整数 4n ≥ ，泡型星图 nBS 是紧 ( )2 3n − 超连通的。 
定理 2.10 ([3]) 对于任何整数 2n ≥ ，泡型星图 nBS 是紧超 ( )2 3n − 边连通的。 
定理 2.11 ([3]) 对于任何整数 3n ≥ ，泡型星图 nBS 是超自然 ( )4 8n − 边连通的。 
定理 2.12 ([3]) 对于任何整数 4n ≥ ，泡型星图 nBS 是强紧超 ( )2 3n − 连通的。 
在这一部分中，我们通常假设 4n ≥ ，并且根据最后一个位置的标签字符串𝑖𝑖对 nCW 进行划分，其中

1 i n≤ ≤ 。定义 ( ) ( ) ( )( ), ,
n

i j
i j n CW n nE CW E V CW V CW= ，其中 [ ], 1,i j n∈ 且 i j≠ 。对于任意 ( )i

nx V CW∈ ，我

们定义 ( )1,x x n+ =  ， ( )1,x x n n− = − ， ( )2,x x n∗ =  ，它们被称为 x 的外部邻域。并且令 { }, ,xN x x x+ + − ∗= 。

nCW 有以下性质。 

命题 1 ([6]) 对于任何整数 4n ≥ ， nCW 是 ( )2 2n − -正则的，是点传递的。 
命题 2 ([6]) 对于任何整数 4n ≥ ， nCW 是二部图。 
命题 3 ([7]) 对于任何整数 4n ≥ ， nCW 的围长是 4。 
命题 4 ([7] [8]) 1) 对于 [ ], 1,i j n∈ 且 i j≠ ， ( ) ( ), 3 2 !i j nE CW n= − ； 
2) 对于 ( ), i

nx y V CW∈ ， 0x yN N+ + = ； 
3) 对于 ( ), nx y V CW∈ ， ( ) ( ) 3

n nCW CWN x N y ≤ 。 
命题 5 ([7]) 令 ( )i

nx V CW∈ 且 [ ]1,i n∈ ，则 x+ ， x− ， x∗属于三个不同的 l
nCW s′ ，并且 i l≠ 。 

命题 6 ([7] [8]) 若 [ ]( )1,3
nx V CW∈ ，那么 [ ]( )4,n

nx V CW+ ∈ ，或者 [ ]( )4,n
nx V CW− ∈ ，或者 [ ]( )4,n

nx V CW∗ ∈ 。 
命题 7 ([4] [9]) 对于 4n ≥ ， ( ) 2 3nBS nκ = − ， ( ) 2 3nBS nλ = − 。 
命题 8 ([6] [7]) 对于 4n ≥ ， ( ) 2 2nCW nκ = − ， ( ) 2 2nCW nλ = − 。 
命题 9 ([9]) 对于 4n ≥ ，令 ( )nF V BS⊆ 且 4 9F n≤ − 。如果 nBS F− 是不连通的，则 nBS F− 满足以

下情形之一： 
1) nBS F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点； 
2) nBS F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 
命题 10 ([3]) 对于 3n ≥ ，令 ( ) ( )n nF V BS E BS⊆  且 4 9F n≤ − 。如果 nBS F− 是不连通的，则

nBS F− 满足以下情形之一： 
1) nBS F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点； 
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2) nBS F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 
命题 11 ([4]) 对于 3n ≥ ，令 ( )nF E BS⊆ 且 6 14F n≤ − 。如果 nBS F− 是不连通的，则 nBS F− 中存

在一个连通分支 H 使得 ( ) ! 2V H n F≥ − − 。 
命题 12 ([4]) 对于 3n ≥ ，令 ( )3F E BS⊆ 且 4F ≤ 。如果 3BS F− 是不连通的，则 3BS F− 有两个分

支，其中一个分支是一个孤立点或者一条边。 
命题 13 ([7]) 对于 5n ≥ ，n-维轮图的自然连通度是 4 6n − 。 
命题 14 ([10]) 对于 4n ≥ ，令 ( )nF V BS⊆ 且 4 10F n≤ − 。如果 nBS F− 是不连通的，则 nBS F− 中

存在一个连通分支 H 使得 ( ) ! 1V H n F≥ − − 。 

关于泡型星图 nBS 和 n-维轮图 nCW 其他一些性质的研究，见参考文献[11] [12] [13] [14]，而关于本文

的一些研究思想等，可参考文献[3] [5]以及[15] [16] [17] [18]等。 

3. 轮图的强连通性 

定理 3.1 对于任何整数 4n ≥ ， ( ) 2 2nCW nκλ = − 。 
证明：令 F 是 nCW 的最小强割。若 ( )nF V CW⊆ ，根据命题 8，有 2 2F n= − 。若 ( )nF E CW⊆ ，根

据命题 8，有 2 2F n= − 。故该定理的结果在上述情况中成立。因此，假设 4n ≥ 且 ( )nF V CW⊄ 。令

( )v nF F V CW=  ， vF ≠ ∅ ，并且令 ( )e nF F E CW=  ， eF ≠ ∅。假设 F 是 nCW 的最小强割，且 2 3F n≤ − 。

因为 2 4vF n≤ − ，由命题得 n vCW F− 是连通的。因为 eF 是 n vCW F− 的最小边割，所以 n v eCW F F− − 有两

个分支。令 eF i= 。因为 4n ≥ ，所以 ( ) ( )! ! 2 3 2 1vn F n n i i− ≥ − − − > + 成立。因此，在 n v eCW F F− − 中有

一个分支 C，使得 ( ) 1V C i≥ + 。在 C 中，令顶点集 cV 是由在 n vCW F− 与 eF 关联的顶点构成。因此 

c eV F i≤ = 。由于 2 3c v v eV F F F F n+ ≤ + = ≤ − ，故根据命题 8，可得 n v eCW F F− − 是连通的。因此，

nCW F− 是连通的，与 F 是 nCW 的最小强割矛盾。故 2 2F n≥ − 。 

令 ( )1u = ， ( )12v = ，并且令 ( ){ } ( ){ } ( ){ } { }1, :3 , 1 : 2 1 2,F i i n i i i n n uv= ≤ ≤ + ≤ ≤ −   ，则 F 是 nCW

的一个强割。因此 ( ) 2 2nCW nκλ ≤ − 。结合 2 2F n≥ − ，我们有 ( ) 2 2nCW nκλ = − 。 

4. 轮图的强自然连通性 

引理 4.1 令 ( )4F V CW⊆ 且 9F ≤ 。如果 4CW F− 是不连通的，则 4CW F− 满足以下情形之一： 
(1) 4CW F− 有两个分支，其中分支一个是孤立点： 
(2) 4CW F− 有三个分支，其中分支两个是孤立点。 
证明：根据命题 8， 6F ≥ 。令 ( )4

i
iF F V CW=  ，其中 [ ]1,4i∈ 且 1 2 3 4F F F F≥ ≥ ≥ 。由 9F ≤ ，

则 4 2F ≤ ，我们首先证明以下声明。 

声明 1：对于一些 [ ]1,3i∈ ，如果 2iF ≤ ，那么 ( ) ( )4

4
4 4 4

i
iCW V CW F V CW F − − 

是连通的。 

声明 1 的证明：根据命题 7 和对于 [ ]1,3i∈ ， 4 3
iCW BS≅ ，则对于每个 [ ],3j i∈ ， 4

j
jCW F− 是连通的。

并且 ( ),4 4 46 4p pE CW F F= > ≥ + ，其中 [ ],3p i∈ ，这意味着 ( ),4 4pE CW F− ≠ ∅。因此， 

( ) ( )4

4
4 4 4

i
iCW V CW F V CW F − − 

是连通的。 

声明 2： 4 1F ≥  
声明 2 的证明：若 4F =∅，则 4

4 4CW F− 是连通的。根据命题 6，可以得到 4CW F−  
是连通的，这与假设矛盾。 
根据声明 1 和假设，则 1 3F ≥ 。根据声明 2，可得 2 3 1F F≥ ≥ ，并且由 9F ≤ ，则 1 6F ≤ 。 
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如果 1 3F = ，那么 2 3 4 6F F F+ + ≤ ，并且根据命题 5 可得，在 4CW F− 中有一条边连接 1
4 1CW F− 和

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 4 3 4 4CW V CW F V CW F V CW F − − −  

。 

a) 如果 2 2F ≤ ，那么根据声明 1， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 4 3 4 4CW V CW F V CW F V CW F − − −  

是连通的。因

此根据假设可得 1
4 1CW F− 是不连通的。令 1 2 3, ,x x x 是 1

4 1CW F− 的三个孤立点，并且令 { :i iX x x= 是 4CW F−

的孤立点，其中 [ ]}1,3i∈ ，那么根据命题 4(2)， 2 3 43 X F F F≤ + + ，即 2X ≤ 。因此，如果 1X = ，那

么 4CW F− 满足(1)；如果 2X = ，则 4CW F− 满足(2)。 

b) 如果 2 3F = ，那么 3 2F ≤ ，且 4 1F = 。根据声明 1，我们可以得到 ( ) ( )3 4
4 4 3 4 4CW V CW F V CW F − − 

是连通的。因为 ( ),4 4 46 4i iE CW F F= > ≥ + ，其中 [ ]1,2i∈ ，所以 ( ),4 4 0iE CW F− ≠ 。因此，根据假设，

对于某些 [ ]1,2i∈ ， 4
i

iCW F− 是不连通的。不失一般性，我们假设 2
4 2CW F− 是不连通的。令 1 2 3, ,y y y 是

2
4 2CW F− 的三个孤立点，并且令 { :i iY y y= 是 4CW F− 的孤立点，其中 [ ]}1,3i∈ ，那么根据命题 4(2)，得

到 1 23 \Y F F≤ ，即 2Y ≤ 。因此，如果 1Y = ，那么 4CW F− 满足(1)；如果 2Y = ，则 4CW F− 满足(2)。

如果 1
4 1CW F− 和 2

4 2CW F− 都不连通，当 1X = 且 1Y = 时， 4CW F− 满足(2)。 

如果 1 4F = ，那么根据声明 2， 2 3F ≤ 。 
a) 如果 2 2F ≤ ，那么根据声明 1， ( ) ( ) ( )2 3 4

4 4 2 4 3 4 4CW V CW F V CW F V CW F − − −  
是连 通的。因

此，根据假设， 1
4 1CW F− 是不连通的，并且 ( )1,4 4 1 46 5E CW F F= > ≥ + ，那么 4CW F− 满足(1)。 

b) 如果 2 3F = ，那么 3 4 1F F= = 。然后根据声明 1，可以得到 ( ) ( )3 4
4 4 3 4 4CW V CW F V CW F − − 

是

连通的。因为 ( )1,4 4 1 46 5E CW F F= > ≥ + 且 ( )1,4 4 1 46 5E CW F F= > ≥ + ，所以 ( )1,4 4 0E CW F− ≠ 和 

( )2,4 4 0E CW F− ≠ 。因此，根据假设，对于某些 [ ]1,2i∈ ， 4
i

iCW F− 是不连通的。不失一般性，我们假设

2
4 2CW F− 是不连通的。令 1 2 3, ,y y y 是 2

4 2CW F− 的三个孤立点，并且令 { :i iY y y= 是 4CW F− 的孤立点，其

中 [ ]}1,3i∈ ，那么根据命题 4(2)，得到 1 23 \Y F F≤ ，即 2Y ≤ 。因此，如果 1Y = ，那么 4CW F− 满足(1)；

如果 2Y = ，则 4CW F− 满足(2)。如果 1
4 1CW F− 和 2

4 2CW F− 都不连通，当 1X = 且 1Y = 时， 4CW F− 满

足(2)。 
如果 15 6F≤ ≤ ，那么根据声明 2， 2 2F ≤ 。再由声明 1，可以得到 

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 4 3 4 4CW V CW F V CW F V CW F − − −  

是连通的。但是根据命题 5，当 1 5F = 时 4CW F− 满足

(1)；当 1 6F = 时，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。 

引理 4.2 当 4n ≥ ，令 ( )nF V CW⊆ 且 4 7F n≤ − 。如果 nCW F− 是不连通的，那么 nCW F− 满足以下

情形之一： 
(1) nCW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点； 
(2) nCW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 

证明：根据引理 4.1，当 4n = 时，结果成立。下证当 5n ≥ 时，结果成立。现在我们假设对于任何

( )nF V CW⊆ ，且 4 7F n≤ − ， nCW F− 是不连通的。根据命题 8， 2 2F n≥ − 。令 ( )i
i nF F V CW=  ，

1 2 nF F F≥ ≥ ≥ ，其中 [ ]1,i n∈ 。 
声明 3： 41 2 6F n≤ ≤ −  

声明 3 的证明：如果 4F =∅，那么 5 6 nF F F= = = =∅ ，因此，根据命题 4(1)， 

( ) ( ) ( )4 5
4 5

n
n n n n nCW V CW F V CW F V CW F − − −  

是连通的，那么根据命题 6， nCW F− 是连通的，

矛盾。如果 4 2 5F n≥ − ，则 ( )4 2 5 4 7F n n≥ − > − ，这与 4 7F n≤ − 是矛盾的。 
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根据声明 3，对于每个 [ ]4,i n∈ ， i
n iCW F− 是连通的，并且 2 3 4 1F F F≥ ≥ ≥ 。因此，由于 4 7F n≤ − ，

我们可以得到 1 4 10F n≤ − 。同时 31 2 6F n≤ ≤ − ，否则的话 ( )3 2 5 1 4 7F n n≥ − + > − ，这与 4 7F n≤ − 是

矛盾的。注意， ( ) ( ) ( ), 3 2 ! 4 7 1i j nE CW F n n− ≥ − − − > ，其中 [ ], 1,i j n∈ 且 5n ≥ 。因此在每对 i
n iCW F− 之

间都有一条边连接，其中 [ ]1,i n∈ 。那么根据 nCW F− 是不连通的，我们可以得到对于某些 [ ]1,2j∈ ，

j
n jCW F− 是不连通的。不失一般性，我们假设 1

1nCW F− 是不连通的，并且令 1
1 1, , aC C 是 1

1nCW F− 的非平

凡分支， 1, , bx x 是 1
1nCW F− 的孤立点。令 { :i iX x x= 是 nCW F− 的孤立点，其中 [ ]}1,i b∈ 。注意，如果 ix

是 nCW F− 的孤立点，那么 1\
ixN F F+ ⊆ 。因此根据命题 4(2)， 2 33 nX F F F≤ + + + 。 

如果 2
2nCW F− 是连通的，那么 ( ) ( ) ( )2 3

2 3
n

n n n n nCW V CW F V CW F V CW F − − −  
是连通的。 

a) 如果 1 4 13F n≤ − ，根据命题 9，则 1a = 且1 2b≤ ≤ 。另一方面，当 5n ≥ 时， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1 1 13 1 ! 2 3 1 ! 12 31 39n

n n nN C V CW V CW V CW n F F F n n≥ − − − − − ≥ − − − ≥   ，

即在 nCW F− 中有一条边连接 1
1C 和 ( ) ( ) ( )2 3

2 3
n

n n n n nCW V CW F V CW F V CW F − − −  
。因此 nCW F−

满足(1)或者(2)。 
b) 如果 1 4 12F n≥ − ，那么 2 3 5nF F F+ + + ≤ ，因此， 2 33 5nX F F F≤ + + + ≤ ，即 1X ≤ 。由

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 3
1 1 13 \ 6 5 1i n i

n n nN V C V CW V CW V CW C F F≥ − ≥ − =   ，其中1 a i≤ ≤ ，即在 nCW F− 中

有一条边连接 1
iC 和 ( ) ( ) ( )2 3

2 3
n

n n n n nCW V CW F V CW F V CW F − − −  
。进一步，根据假设，我们得

到 1X = 。因此 nCW F− 满足(1)。 

如果 2
2nCW F− 是不连通的，根据命题 7，能够得到 2 2 5F n≥ − ，并且根据声明 3，有 

( )1 2 3 44 7 2 2 5 1 1n F F F F F n− ≥ ≥ + + + ≥ − + + ，这意味着 1 2 4F n≤ − 且 2 2 5F n≥ − 。因此 1a b= =  (如

果 2b = ，那么当 5n ≥ 时， ( )1 2 2 5 3 4 13 2 4F n n n≥ − − = − > − ，矛盾)，并且因为 nCW 是 ( )2 5n − -正则的，

所以 2
2nCW F− 包含一个非平凡分支 1

2C 和一个孤立点 w。注意 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 3 4
1 1 3 43 1 ! 1 1n

n n n nN C V CW V CW V CW n F F F F≥ − − − − + + + >    ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 3 4
2 2 3 43 1 ! 1 1n

n n n nN C V CW V CW V CW n F F F F≥ − − − − + + + >    ，即在 

nCW F− 有一条边连接 1
iC 和 ( ) ( ) ( )3 4

3 4
n

n n n n nCW V CW F V CW F V CW F − − −  
，其中1 2i≤ ≤ 。如果

( ) ( )1, nx w E CW∈ ，则当 5n ≥ 时 ( )2 2 3 4 6 4 7F n n n= − = − > − ，矛盾。因此 nCW F− 满足(2)当
1x

N F+ ⊆ 且

wN F+ ⊆ ，否则满足(1)。 
引理 4.3 设 ( )4F E CW⊆ ，且 9F ≤ 。如果 4CW F− 不连通，则 4CW F− 有两个分支，其中一个分支

是一个孤立点。 
证明：因为 4CW F− 是不连通的，不失一般性，假设 1 2 3 4F F F F≥ ≥ ≥ ，令 4CW 的所有交叉边为 C，

令 cF F C=  。因为 4n = ，根据命题 4(1)， ( ), 4 6i jE CW = ，其中 [ ], 1,4i j∈ ，i j≠ 。由 9F ≤ ，可得 4 2F ≤ ；

否则 3 4 12F ≥ × = ，与 9F ≤ 相矛盾。根据命题 7， 4CW F− 是连通的。设 H 是 4CW F− 的包含 4
4 4CW F−

作为一个子集的连通部分。接下来我们考虑如下情况： 
情况 1： 1 2F ≤  
在这种情形下，根据命题 7， 4CW F− 是连通的， [ ]1,4i∈ 。现在我们声称 ( )1,2 4 0E CW F− ≠ 或者

( )1,3 4 0E CW F− ≠ ；否则的话 ( ) ( )1,2 4 1,3 4 12 9F E CW E CW≥ + = > ，与 9F ≤ 相矛盾。不失一般性，我们

可以假设 ( )1,2 4 0E CW F− ≠ 。相似的，可得 ( )1, 4 0iE CW F− ≠ ，或者 ( )2, 4 0iE CW F− ≠ ，其中 [ ]3,4i∈ 。
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因此 4CW F− 是连通的，与假设相矛盾。 

情况 2： 1 3F =  
假设 2 2F ≤ ，则 6cF ≤ 。根据命题 7， 4

i
iCW F− 是连通的， [ ]2,4i∈ 。我们可以得到 ( )2,3 4 0E CW F− ≠

或者 ( )2,4 4 0E CW F− ≠ ；否则 ( ) ( )2,3 4 2,4 4 12 9F E CW E CW≥ + = > ，与 9F ≤ 相矛盾。不失一般性，假

设 ( )2,3 4 0E CW F− ≠ 。因此 ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 4 4CW V CW V CW V CW F  −  

是 H 的一个子集。因为 1 3F = ，根

据定理 2.8， 1
4 1CW F− 有一个连通分支 1H ，使得 ( )1 3! 1V H ≥ − 。因为 

( ) ( ) ( )( )1
1,3 4 4 12 12 2 9 0cE CW V CW V H F− − − ≥ − − > ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。 

假设 2 3F = ，则 3cF ≤ 。如果 3 2F ≤ ，根据命题 7， 4
i

iCW F− 是连通的， [ ]3,4i∈ 。因为，所以

( ) ( )3 4
4 4 4CW V CW V CW F  − 

是 H 的一个子图。由命题 6，对于任意的 ( ) ( )1 2
4 4v V CW V CW∈  ，存在两

个顶点 { }*
1 2, , ,v v v v v+ −∈ ，使得 ( ) ( )3 4

1 4 4v V CW V CW∈  和 ( ) ( )3 4
2 4 4v V CW V CW∈  。因为 3cF ≤ ，所以在

( ) ( )1 2
4 4 4CW V CW V CW 
 

中最多有一个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。如果 3 3F = ，则

0cF = 。根据命题 6 得， 4H CW F= − 是连通的，与假设矛盾。 

情况 3： 1 4F ≥  
假设 2 2F ≤ ，则 5cF ≤ 。根据命题 7， 4

i
iCW F− 是连通的， [ ]2,4i∈ 。因为 ( ), 4 6 5i jE CW = > ，其中

[ ], 2,4i j∈ ， i j≠ ，所以 ( ) ( )3 4
4 4 4CW V CW V CW F  − 

是 H 的一个子图。已知对于任意的 ( )1
4u V CW∈ ，

{ } ( ) ( ) ( )* 2 3 4
4 4 4, ,u u u V CW V CW V CW+ − ⊆   。因为 5cF ≤ ，所以在 ( )1

4V CW 中最多有一个顶点不被包含在

H 中。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。 

假设 2 3F ≥ ，则 2cF ≤ ， 3 2F ≤ 。根据命题 7， 3
4 3CW F− 。因为 ( )3,4 4 4E CW F− ≥ ，所以 

( ) ( )3 4
4 4 4CW V CW V CW F  − 

是 H 的一个子图。根据命题 6，对于任意的 ( ) ( )1 2
4 4v V CW V CW∈  ，存在

两个顶点 { }*
1 2, , ,v v v v v+ −∈ ，使得 ( ) ( )3 4

1 4 4v V CW V CW∈  和 ( ) ( )3 4
2 4 4v V CW V CW∈  。因为 2cF ≤ ，所以

在 ( ) ( )1 2
4 4 4CW V CW V CW 
 

中最多有一个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) 4! 1V H ≥ − 。 

引理 4.4 设 ( )nF E CW⊆ ，且 4 7F n≤ − ， 4n ≥ 。如果 nCW F− 是不连通的，则 nCW F− 由两个分支

组成，其中一个分支是一个孤立点。 
证明：当 4n = 时，根据引理 4.3，已证结论是成立的。下证当 5n ≥ 时，结论成立。假设 5n ≥ 且 nCW F−

是不连通的。不失一般性，我们可以假设 1 2 nF F F≥ ≥ ≥ 。令 nCW 的所有交叉边为 C，令 cF F C=  。

设 H 是 nCW F− 的包含 n
n nCW F− 作为一个子集的连通部分。接下来我们考虑如下情况： 

情况 1： 1 2 6F n≤ −  
在这种情况下，根据命题 7， i

n iCW F− 是连通的， [ ]1,i n∈ 。因为 5n ≥ ，所以 ( ) ( )3 2 ! 4 7 0n n− − − > ，

因此根据命题 4(1)可得， nH CW F= − 是连通的，与假设 nCW F− 不连通相矛盾。 
情况 2： 12 5 4 13n F n− ≤ ≤ −  
假设 2 2 6F n≤ − ，则 2 2cF n≤ − 。根据命题 7， i

n iCW F− 是连通的， [ ]2,i n∈ 。因为 5n ≥ ，所以 

( ) ( )3 2 ! 2 2 0n n− − − > 。故， ( ) ( ) ( )2 3 n
n n n nCW V CW V CW V CW F  −  

是 H 的一个子集。因为 

12 5 4 13n F n− ≤ ≤ − ，根据命题 11， 1
1nCW F− 有一个连通分支 1H ，使得 ( ) ( )1 1 ! 1V H n≥ − − 。又因为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1
1 1,2 1, 3 2 ! 1 2 2 0

ncw n n n cE V H V CW F E CW V CW V H F n n− ≥ − − − ≥ − − − − > ，其中 
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5n ≥ ，所以 1H 是 H 的一个子集。因此 ( ) ! 1V H n≥ − 。 

假设 2 2 5F n≥ − ，则 3cF ≤ ， 3 3 2 6F n≤ < − ， 5n ≥ 。根据命题 7， i
n iCW F− 是连通的， [ ]3,i n∈ 。

因为 ( )3 2 ! 3n − > ，其中 5n ≥ ， ( ) ( ) ( )3 4 n
n n n nCW V CW V CW V CW F  −  

是 H 的一个子集。由命题 6，

对于任意的 ( ) ( )1 2
4 4v V CW V CW∈  ，存在两个顶点 { }*

1 2, , ,v v v v v+ −∈ ，使得 

( ) ( ) ( )3 4
1 4

n
n nv V CW V CW V CW∈   和 ( ) ( ) ( )3 4

2 4
n

n nv V CW V CW V CW∈   。又 3cF ≤ ，所以在

( ) ( )1 2
n n nCW V CW V CW 
 

中最多有一个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) ! 1V H n≥ − 。 

情况 3： 14 12 4 7n F n− ≤ ≤ −  

在这种情况中，可得 5cF ≤ ， 3 2 2 6F n≤ < − ， 5n ≥ ，根据命题 7， i
n iCW F− 是连通的， [ ]3,i n∈ 。

因为 ( )3 2 ! 5n − > ，其中 5n ≥ ， ( ) ( ) ( )2 3 n
n n nV CW V CW V CW  是 H 的一个子集。 

假设 2 2 6F n≤ − ，则 ( ) ( ) ( )2 3 n
n n n nCW V CW V CW V CW F  −  

是 H 的一个子集。已知对于任意

的 ( )1
nu V CW∈ ，{ } ( ) ( ) ( )* 2 3, , n

n n nu u u V CW V CW V CW+ − ⊆   。又因为 5cF ≤ ，所以在 ( )1
nV CW 中最多

有一个顶点不被包含在 H 中。因此 ( ) ! 1V H n≥ − 。 

假设 2 2 5F n≥ − 。因为 5n ≥ ，所以 2 5F ≥ ，则 0cF = 。根据命题 6， nH CW F= − 是连通的，与假

设相矛盾。 
引理 4.5 对于 4n ≥ ，令 ( ) ( )n nF V CW E CW⊆  且 4 7F n≤ − 。如果 nCW F− 是不连通的，则 nCW F−

满足以下情形之一： 
(1) nCW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点； 
(2) nCW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 
证明：当 4n ≥ 时，若 ( )nF V CW⊆ 且 4 7F n≤ − ，根据引理 4.2 得，在该情况下定理成立。若

( )nF E CW⊆ 且 4 7F n≤ − ，根据引理 4.4 得，结论成立。因此，假设 ( ) ( )n nF V CW E CW⊆  且 4 7F n≤ − ，

其中 ( )nF V CW ≠ ∅ ， ( )nF E CW ≠ ∅ 。令 ( )i
i nF F V CW=  ， ( )e i

i nF F E CW=  ，其中 [ ]1,i n∈ ，且

1 1 2 2
e e e

n nF F F F F F≥ ≥ ≥    。设 C 是 nCW 中的所有交叉边构成的集合，令 cF F C=  。因此 

1 21 4 8nF F F n≤ + + + ≤ − ， 1 21 4 8e e e
nF F F n≤ + + + ≤ − 。当 4n = 时，如果 5F ≤ ，根据命题 8，那

么 4CW F− 是连通的。当 5F = 时，由定理 3.1 得， 4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。因此，

假设 7 9F≤ ≤ ， 4CW F− 是不连通的。我们考虑以下情况： 

情况 1： 1 7F =  
在这种情况中， 4 3

iCW BS≅ ， 3 3,3BS K≅ ，其中 [ ]1,4i∈ 。 
情况 1.1： 15 6F≤ ≤  
在该情形下， 1 15 7eF F≤ ≤ ，则 2 2 3 3 4 40 2e e e

cF F F F F F F≤ + + + ≤   。故，根据命题 4(1)和命

题 7 得 4CW F− 是连通的，矛盾。 

情况 1.2： 1 4F =  
情况 1.2.1： 1 15 7eF F≤ ≤  

在该情形下， 2 2 3 3 4 40 2e e e
cF F F F F F F≤ + + + ≤   。根据命题 4(1)和命题 7 得， 

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的，根据命题 5 得， 4CW F−

是连通的，矛盾。 
情况 1.2.2： 1 1 4eF F =  
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在本情况中， 2 2 3 3 4 4 3e e e
cF F F F F F F+ + + =   ，而且 ( )1

4 1 1 2eV CW F F− − = 。 

情况 1.2.2.1： 2 2 3eF F =  
根据 1 1 4eF F = 得， 3 3 4 4 0e e

cF F F F F+ + =  。故根据命题 4(1)、 4 3
iCW BS≅ 和命题 7 得，

( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。再由命题 5，我们可以得 

( ) ( ) ( )1 3 4
4 4 1 1 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
， 

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
都是连通的。因此， 4CW F− 是连通

的，矛盾。 
情况 1.2.2.2： 2e

j jF F ≤ ， [ ]2,4j∈  

由命题 4(1)、7 得， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。

因为 2 2 3 3 4 4 3e e e
cF F F F F F F+ + + =   ，所以由命题 4(2)和命题 5 可知， 4CW F− 是连通的(矛盾)或

4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。 

情况 1.3： 1 3F =  
情况 1.3.1： 1 15 7eF F≤ ≤  
通情况 1.2.1 的讨论方式类似，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。 
情况 1.3.2： 1 1 4eF F =  
本情况的讨论方法与情况 1.2.2 的讨论方法一致，同样可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两

个分支，其中一个分支是孤立点。 
情况 1.3.3： 1 1 3eF F =  
在这种情况中， 2 2 3 3 4 4 4e e e

cF F F F F F F+ + + =   ，且 ( )1
4 1 1 3eV CW F F− − = 。 

情况 1.3.3.1： 2 2 3eF F =  

根据 1 1 3eF F = 得， 3 3 4 4 1e e
cF F F F F+ + =  。故根据命题 4(1)、 4 3

iCW BS≅ 和命题 7 得，

( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。再由命题 5，我们可以得到 

( ) ( ) ( )1 3 4
4 4 1 1 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
， 

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
都是连通的。因此， 4CW F− 是连通

的，矛盾。 
情况 1.3.3.2： 2e

j jF F ≤ ， [ ]2,4j∈  

由命题 4(1)、7 得， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。

由于 4 3
iCW BS≅ ， 3 3,3BS K≅ ，如果 1

4 1CW F− 是不连通的，那么 1
4 1CW F− 是三个孤立点。由于 

2 2 3 3 4 4 4e e e
cF F F F F F F+ + + =   ，则 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支

是孤立点。 
情况 1.4： 11 2F≤ ≤  

情况 1.4.1： 1 15 7eF F≤ ≤  
通情况 1.2.1 的讨论方式类似，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。 

情况 1.4.2： 1 1 4eF F =  
本情况的讨论方法与情况 1.2.2 的讨论方法一致，同样可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两

个分支，其中一个分支是孤立点。 
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情况 1.4.3： 1 1 3eF F =  
本情况可参考 1.3.3 的讨论方法，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分

支是孤立点。 
情况 1.4.4： 1 11 2eF F≤ ≤  
由于 1 1 2 2 3 3 4 42 1e e e eF F F F F F F F≥ ≥ ≥ ≥ ≥    。因此，根据命题 4(1)、命题 6 和命题 7 得， 4CW F−

是连通的，矛盾。 
情况 2：8 9F≤ ≤  
情况 2.1： 1 6F =  
情况 2.1.1： 1 16 9eF F≤ ≤  
由 8 9F≤ ≤ 得， 2 2 3 3 4 40 3e e e

cF F F F F F F≤ + + + ≤   ，故 3 3 4 40 2e e
cF F F F F≤ + + ≤  。根据

命题 4(1)和命题 7 得， ( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。再根据命题 5 和 1 6F =

可以得到 ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的，即 4CW F− 是连

通的，矛盾。 
情况 2.2： 1 5F =  
情况 2.2.1： 1 17 9eF F≤ ≤  

由于 1 17 9eF F≤ ≤ ，故 2 2 3 3 4 40 2e e e
cF F F F F F F≤ + + + ≤   。根据命题 4(1)和命题 7 得，

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。再根据命题 4(2)和命题 5，

可以得到 4CW F− 是连通的，矛盾。 

情况 2.2.2： 1 1 6eF F =  

在这种情况中， 2 2 3 3 4 42 3e e e
cF F F F F F F≤ + + + ≤   。 

如果 2 2 3 3 4 4 2e e e
cF F F F F F F+ + + =   ，根据命题 7 得， 4

i
iCW F− 是连通的， [ ]2,4i∈ 。根据命题

4(1)，可以得到 ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。由于 2cF ≤ ，

根据命题 4(2)和命题 5，可以得到 4CW F− 是连通的，矛盾。 

如果 2 2 3 3 4 4 3e e e
cF F F F F F F+ + + =   且 2 2 3eF F = ，则 3 3 4 4 0e eF F F F= =  且 0cF = 。因此，

根据命题 4(1)和命题 7，有 ( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。由于 0cF = ，那么

根据命题 4(2)和命题 5，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。若 2e
i iF F ≤ ，其中 [ ]2,4i∈ 。由命题 4(1)、7

得， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。由于 3cF ≤ ，那么

4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。 

情况 2.2.3： 1 1 5eF F =  

在这种情况中， 2 2 3 3 4 43 4e e e
cF F F F F F F≤ + + + ≤   。 

情况 2.2.3.1： 2 23 4eF F≤ ≤  

根据 8 9F≤ ≤ ，得 3 3 4 4 0e e
cF F F F F+ + =  。因此，根据命题 4(1)、 4 3

iCW BS≅ 和命题 7，有

( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。由于 0cF = ，那么根据命题 4(2)和命题 5，可

得 4CW F− 是连通的，矛盾。 

情况 2.2.3.2： 2e
i iF F ≤ ， [ ]2,4i∈  
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由命题 4(1)和命题 7 得， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通

的。且 ( )1
4 1 1 2eV CW F F− − = 。由于 2 2 3 3 4 43 4e e e

cF F F F F F F≤ + + + ≤   ，故 4CW F− 是连通的(矛盾)

或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。 

情况 2.3： 1 4F =  
情况 2.3.1： 1 17 9eF F≤ ≤  
同情况 2.2.1 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。 
情况 2.3.2： 1 1 6eF F =  
同情况 2.2.2 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支

是孤立点。 
情况 2.3.3： 1 14 5eF F≤ ≤  

在这种情况中， 2 2 3 3 4 43 5e e e
cF F F F F F F≤ + + + ≤   。若 2 23 4eF F≤ ≤ ，根据 8 9F≤ ≤ ，得

3 3 4 4 1e e
cF F F F F+ + ≤  。根据命题 4(1)、 4 3

iCW BS≅ 和命题 7，我们可以得到 

( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。再根据命题 4(2)和命题 5，我们可以得到

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。由于 1cF ≤ ，故通过命题

4(1)、命题 4(2)和命题 5，我们有 4CW F− 是连通的，矛盾。若 2e
i iF F ≤ ，其中 [ ]2,4i∈ 。由命题 4(1)、

7 得， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通的。由于 3 5cF≤ ≤ ，那

么 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。 
情况 2.4： 1 3F =  

情况 2.4.1： 1 17 9eF F≤ ≤  

同情况 2.2.1 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。 

情况 2.4.2： 1 1 6eF F =  

同情况 2.2.2 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支

是孤立点。 
情况 2.4.3： 1 14 5eF F≤ ≤  

同情况 2.3.3 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支

是孤立点。 
情况 2.4.4： 1 1 3eF F =  

在这种情况中， 2 2 3 3 4 45 6e e e
cF F F F F F F≤ + + + ≤    

情况 2.4.4.1： 2 2 3eF F =  

根据8 9F≤ ≤ ，得 3 3 4 42 3e e
cF F F F F≤ + + ≤  。若 3 3 3eF F = ，则 4 4 0e

cF F F+ = 。由 4 3
iCW BS≅

和命题 7，得 ( )4
4 4 4 4

e
cCW V CW F F F − − −  是连通的。由于 ( )3 2 ! 0 cn F− > = ，故可得 

( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
， ( ) ( )2 4

4 4 2 2 4 4 4
e e

cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连

通的。同理， ( ) ( )1 4
4 4 1 1 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的，即 4CW F− 是连通的，矛盾。若

2e
i iF F ≤ ，其中 [ ]3,4i∈ 。根据命题 4(1)、 4 3

iCW BS≅ 和命题 7，我们可以得到 

( ) ( )3 4
4 4 3 3 4 4 4

e e
cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 
是连通的。由 2 3cF≤ ≤ 和命题 4(1)我们可以得到，
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( ) ( ) ( )1 3 4
4 4 1 1 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
， 

( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
都是连通的。因为 3e

j jF F = ，

[ ]1,2j∈ ，所以 1
4 1CW F− 是连通的或者 1

4 1CW F− 是三个孤立点。 2
4 2CW F− 是连通的或者 2

4 2CW F− 是三个

孤立点或者 2
4 2CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。如果 4

j
jCW F− 是连通的，那么根据命题 4(1)，

我们有 4CW F− 是连通的，矛盾。如果 1
4 1CW F− 是三个孤立点且 2

4 2CW F− 是三个孤立点或者 2
4 2CW F− 有

两个分支，其中一个分支是孤立点，根据 3 3 4 42 3e e
cF F F F F≤ + + ≤  ，则 4CW F− 是连通的(矛盾)或

4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点或 4CW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。如果

1
4 1CW F− 是连通的， 2

4 2CW F− 是不连通的，那么根据命题 4(1)、命题 4(2)和命题 5 以及 2 3cF≤ ≤ ，有

4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。 

情况 2.4.4.2： 2e
i iF F ≤ ， [ ]2,4i∈  

由命题 4(1)和命题 7 得， ( ) ( ) ( )2 3 4
4 4 2 2 4 3 3 4 4 4

e e e
cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  
是连通

的。因为 4 3
iCW BS≅ ，故 1

4 1CW F− 是连通的或者 1
4 1CW F− 是三个孤立点。如果 1

4 1CW F− 是连通的，根据

命题 4(1)，有 4CW F− 是连通的，矛盾。如果 1
4 1CW F− 是三个孤立点，且 5 6cF≤ ≤ ，那么根据命题 4(2)

和命题 5，可得 4CW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点或者 4CW F− 有 三个分支，其中两个分支

是孤立点。 
情况 2.5： 11 2F≤ ≤  
情况 2.5.1： 1 17 9eF F≤ ≤  
同情况 2.2.1 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的，矛盾。 
情况 2.5.2： 1 15 6eF F≤ ≤  

同情况 2.2.2 的讨论方式一样，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一个分支

是孤立点。 
情况 2.5.3： 1 1 4eF F =  

本情况中，讨论方法类似于情况 2.2.3，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一

个分支是孤立点。 
情况 2.5.4： 1 1 3eF F =  

本情况的讨论方法类似于情况 2.4.4.，可得 4CW F− 是连通的(矛盾)或 4CW F− 有两个分支，其中一

个分支是孤立点或者 4CW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 
情况 2.5.5： 1 11 2eF F≤ ≤  

由于 1 1 2 2 3 3 4 42 1e e e eF F F F F F F F≥ ≥ ≥ ≥ ≥    。因此，根据命题 4(1)、命题 6 和命题 7 得， 4CW F−

是连通的，矛盾。 
综上可得，本引理结果对于 4n = 成立。下证当 5n ≥ 时，结果仍成立。 
情况 1： 1 1 2 6eF F n≤ −  

在这种情况中， 4 8cF n≤ − ，且 2 6e
i iF F n≤ − ，其中 [ ]1,i n∈ 。根据定理 2.7，对于 [ ]1,i n∈ ，

i e
n i iCW F F− − 是连通的。根据命题 4(1)，可得在任意两个不同的子图 i

nCW s′ 之间有 ( )3 2 !n − 条独立的交叉

边。由于 5n ≥ ，故 ( )3 2 ! 4 7n n− > − 。因此， ( ) ( )i e j e
n n i i n j j cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 

是连通的，

其中 [ ], 1,i j n∈ ， i j≠ ，即 nCW F− 是连通的，与 nCW F− 是不连通的矛盾。 
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情况 2： 1 1 2 5eF F n= −  
情况 2.1： 2 2 2 6eF F n≤ −  

根据定理 2.7，可得对于 [ ]2,i n∈ ， i e
n i iCW F F− − 是连通的。因为 1

1n nCW BS −≅ ，所以根据定理 2.9，
1

1 1
e

nCW F F− − 是连通的或 i e
n i iCW F F− − 有两个分支，其中一个分支是一个孤立点。若 1

1 1
e

nCW F F− − 是连

通的。因为当 5n ≥ 时，有 ( )3 2 ! 4 7n n− > − ，所以根据命题 4(1)，我们可以得到 

( ) ( )i e j e
n n i i n j j cCW V CW F F V CW F F F − − − − − 

是连通的，其中 [ ], 1,i j n∈ ，i j≠ ，即 nCW F− 是连通的，

矛盾。假设 1
1 1

e
nCW F F− − 有两个分支，其中一个分支是一个孤立点 v。由于 ( )3 2 ! 2 2n n− > − ，通过命题

4(1)，可得 ( ) ( ) ( )2 3
2 2 3 3

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的。因为 

( ) ( )( )3 1 ! 2 5 1 2 2n n n− − − − > − ，其中 5n ≥ ，所以根据命题 5，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
1 1 2 2 3 3

e e e n e
n n n n n n n cCW V CW F F v V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − − − − −   

是 连 通

的。因此， nCW F− 是连通的(矛盾)或 nCW F− 有两个分支，其中一个分支是一个孤立点。 

情况 2.2： 2 2 2 5eF F n= −  

由 1 1 2 5eF F n= − 和 4 7F n≤ − 得， 3e
i iF F ≤ ， [ ]3,i n∈ ， 3cF ≤ 。因为 1

i
n nCW BS −≅ ，所以根据

定理 2.7，可得 i e
n i iCW F F− − 是连通的。因为 ( )3 2 ! 3n − > ，所以根据命题 4(1)，可以得到 

( ) ( ) ( )3 4
3 3 4 4

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的。由定理 2.9， 
j e

n j jCW F F− − 是连通的或者 j e
n j jCW F F− − 有两个分支，其中一个分支是一个孤立点 jv ， [ ]1,2j∈ 。假设

j e
n j jCW F F− − 是连通的。因为 ( ) ( )( )3 1 ! 2 5 3n n− − − > ，所以 nCW F− 是连通的，矛盾。 

不失一般性，我们假设 1
1 1

e
nCW F F− − 是不连通的， 2

2 2
e

nCW F F− − 是连通的。因为 5n ≥ ，所以 

( ) ( )( )3 1 ! 2 5 1 3n n− − − − > ，所以 nCW F− 是连通的(矛盾)或 nCW F− 有两个分支，其中一个分支是一个孤

立点。 
若 j e

n j jCW F F− − 是不连通的，即 j e
n j jCW F F− − 有一个孤立点 jv 。由 ( ) ( )( )3 1 ! 2 5 1 3n n− − − − > ，则

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4
1 1 1 2 2 2 3 3 4 4

e e e e
n n n n nCW V CW F F v V CW F F v V CW F F V CW F F − − − − − − − − − −    

( )n e
n n n cCW F F F− − −

是连通的。假设 1v 与 2v 相连。那么根据命题 4(2)和命题 6，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 2n
j n n nN v V CW V CW V CW =   ，通过命题 2 和 3e

i iF F ≤ ， [ ]3,i n∈ ， 3cF ≤ ，所以

nCW F− 是连通的，矛盾。若 1v 与 2v 不相连，则 nCW F− 是连通的(矛盾)或 nCW F− 有两个分支，其中一

个分支是一个孤立点或 nCW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 

情况 3： 1 1 2 4eF F n= −  

本情况的讨论方法类似于情况 2，可得 nCW F− 是连通的(矛盾)或 nCW F− 有两个分支，其中一个分

支是一个孤立点或 nCW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 
情况 4： 1 12 3 4 13en F F n− ≤ ≤ −  

情况 4.1： 2 22 5 2 4en F F n− ≤ ≤ −  

根据 4 7F n≤ − ，得 3 3 4 4 1e e e
n nF F F F F F+ + + ≤    ， 1cF ≤ ，所以根据命题 4(1)， 

( ) ( ) ( )3 4
3 3 4 4

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的。因为 5n ≥ ，所以

( )3 2 ! 4 7n n− > − ，所以 ( ) ( ) ( )1 3
1 1 3 3

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通
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的， ( ) ( ) ( )2 3
2 2 3 3

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的，即 nCW F− 是连

通的，矛盾。 
情况 4.2： 2 2 2 6eF F n≤ −  
根据定理 2.7，可得对于 [ ]2,i n∈ ， i e

n i iCW F F− − 是连通的。因为 5n ≥ ， ( )3 2 ! 4 7n n− > − ，所以根

据命题 4(1)，有 ( ) ( ) ( )2 3
2 2 3 3

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的。根据

命题 10，可得 1
1 1

e
nCW F F− − 是连通的或者 1

1 1
e

nCW F F− − 有两个分支，其中一个分支是孤立点或 
e

n FFCW 11
1 −− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。假设 1

1 1
e

nCW F F− − 是连通的。因为 5n ≥ ，所以

( ) ( )( )3 1 ! 4 13 2 4n n n− − − > − 。因此， nCW F− 是连通的，矛盾。假设 1
1 1

e
nCW F F− − 有两个分支，其中一

个分支是孤立点。因为 ( ) ( )( )3 1 ! 4 13 1 2 4n n n− − − − > − ，其中 5n ≥ ，所以 nCW F− 是连通的(矛盾)或

nCW F− 有两个分支，其中一个分支是孤立点。假设 1
1 1

e
nCW F F− − 有三个分支，其中两个分支是孤立点。

因为当 5n ≥ 时，有 ( ) ( )( )3 1 ! 4 13 2 2 4n n n− − − − > − ，所以 nCW F− 是连通的(矛盾)或 nCW F− 有两个分支，

其中一个分支是一个孤立点或 nCW F− 有三个分支，其中两个分支是孤立点。 

情况 5： 1 14 12 4 7en F F n− ≤ ≤ −  
在这种情况中， 2 2 3 3 5e e e

n n cF F F F F F F+ + + + ≤    。当 5n ≥ ， ( )3 2 ! 5n − > ，故由命题 4(1)和

定理 2.7，有 ( ) ( ) ( )3 4
3 3 4 4

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的。因为

5cF ≤ ， ( ) ( ) ( )2 3
2 2 3 3

e e n e
n n n n n n cCW V CW F F V CW F F V CW F F F − − − − − − −  

是连通的。若 
1

1 1
e

nCW F F− − 是连通的，则根据命题 4(1)，我们可以得到 nCW F− 是连通的，矛盾。若 1
1 1

e
nCW F F− − 是

不连通的。由命题 4(1)和命题 4(2)以及 2 2 3 3 5e e e
n nF F F F F F+ + + ≤    和 5cF ≤ ，可得 nCW F− 是连

通的(矛盾)或 nCW F− 有两个分支，其中一个分支是一个孤立点。 

定理 4.6 对于任何整数 4n ≥ ， ( ) 4 6nn CW nκλ = − 。 
证明：令 F 是 nCW 的一个最小强自然割。那么根据引理 4.5， 4 6F n≥ − 。令 ( )1u = ， ( )12v = ，并

且令 ( ){ }{ ( ){ } ( ){ } ( )( ){ }: 1, :3 , 1 : 2 1 2, 12 1, :3F ux x i i n i i i n n i i n= ∈ ≤ ≤ + ≤ ≤ − ≤ ≤   

 
( )( ){ } ( )( ){ }12 , 1 : 2 1 12 2,i i i n n+ ≤ ≤ −  。由命题 2 得， nCW 没有奇圈。因此，对于任意的 ( )nx CW F∈ − ，

( ) ( )2 2 2 3 1
nCWd x n n≥ − − − ≥ 。因此，我们可以得到 F 是 nCW 的一个自然割，所以， ( ) 4 6nn CW nκλ ≤ − 。

结合 4 6F n≥ − ，我们有 ( ) 4 6nn CW nκλ = − 。 

5. 结论 

本文研究了 n 维轮图 nCW 当 0g = 、 1g = 的强连通性质，得到了当 0g = 时，对于任何整数 4n ≥ ，

( ) 2 2nCW nκλ = − 。进一步，在条件加强的基础上，即当 1g = 时，得到了 ( ) 4 6nn CW nκλ = − 。由于本文

没有对 2g ≥ 进行研究，因此这将是一个今后很有研究价值的课题。 
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