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摘  要 

里奇孤立子是一类重要的黎曼度量，它是一类重要的哈密尔顿曲率流的解，有重要的几何性质，具有重

要的理论研究价值。在本文中，我们研究了在可解连通李群上构造伪黎曼代数里奇孤立子的一般方法，

并在可解李群上构造了伪黎曼代数里奇孤立子，给出了它们等距的充分必要条件。 
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Abstract 
Ricci soliton is an important Riemannian metric, which is an important solution of the Hamilton 
curvature flow. So Ricci soliton has important geometry properties and significant research val-
ues. In this paper, we study the generally method of constructing pseudo Riemannian algebraic so-
liton on solvable connected Lie group, and we get the pseudo Riemannian algebraic soliton. Be-
sides, we give the sufficient and necessary conditions in which two pseudo Riemannian algebraic 
soliton are isometrical to each other. 
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1. 引言 

设 ( ),M g 为伪黎曼流形。如果存在光滑向量场 X 和实数 c∈，使得 ( ),M g 的里奇曲率张量

ric Xcg L g= + ，则称 g 为里奇孤立子。里奇孤立子是一类非常重要的哈密尔顿曲率流的解，也即存在

( ),M g 上的微分同胚 tϕ 和函数 ( )c t ，使得 ( ) ( ) ( )* , 0tg t c t g g gϕ= = 。 

满足哈密尔顿里奇流方程 

( ) ( )2ricg tg t
t
∂

= −
∂

. 

里奇孤立子具有重要的几何性质，类似于 Ricci 曲率定号的流形，也具有特殊的拓扑性质。在黎曼情

形，里奇孤立子的很多良好性质已经被研究([1] [2] [3] [4] [5])。例如，在[1]中，J. Lauret 证明了半单李群

上的代数里奇孤立子一定是爱因斯坦度量；在幂零(可解)李群的情形，J. Lauret 证明了在等距意义下，幂

零(可解)李群上至多存在一个幂零(可解)的孤立子。在伪黎曼的情形，爱因斯坦度量李代数已被广泛研究

([6]-[16])。另一方面，非爱因斯坦孤立子却知之甚少，且从已知结果看来，与黎曼情形大相径庭，例如，

在三维 Heisenberg 群上，存在三个不等距的左不变 Lorentz 度量，且这三个度量都是里奇孤立子([17] [18])。 
在[1]中，J. Lauret 最先研究了幂零连通李群 G 上左不变的黎曼里奇孤立子 h，他证明了此时黎曼里

奇孤立子一定是代数里奇孤立子，即存在常数 c∈和李代数 g LieG= 上的导子 ( )Der gD∈ ，使得 ( ),G h
的里奇曲率算子 Ric Idc D= + 。同时，他也证明了代数里奇孤立子一定是里奇孤立子。随后，在 2011 年，

J. Lauret 研究了可解连通李群 S 上的左不变黎曼代数里奇孤立子的结构([3])。记 s 为 S 的李代数， , 是

S 上的左不变黎曼度量， [ ],n s s= 为 s 的幂零根基， a n⊥= 为 n 的正交补， Y a∀ ∈ ，记 YD 为 ( )ad Y 的对

称部分， 

( ) ( )*ad ad
2Y

Y Y
D

+
= . 

YS 为 ( )ad Y 的反对称部分， 

( ) ( )*ad ad
2Y

Y Y
S

−
= . 

定理 1 ([3]) ( ), ,S 是代数里奇孤立子 Ric Idc D= + 当且仅当 ( ), ,S 满足以下条件： 

i) { },Y YD S Y a∈ 是 S 上的一族交换导子，且 ( ) ( ) 0Y YD a S a= = ； 

ii) ( )21, trace AA A D
c

= − ， A a∀ ∈ ； 

iii) 
0, , n n×= 是 n 上的代数里奇孤立子，即它的里奇曲率算子 0 0Ric Idc D= + ，其中 ( )0 DerD n∈ 。 

特别地，如果存在Y a∈ ，使得 0 Y nD D= ，则 , 是 S 上爱因斯坦度量， Ric Idc= 。 
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2014 年，K. Onda ([19])研究了伪黎曼代数里奇孤立子，并证明伪黎曼代数里奇孤立子一定是里奇孤

立子。2021 年，Z. Yan 和 S. Deng ([20])研究了幂零李群上洛伦兹代数里奇孤立子的结构，并给出了中心

退化时的完整刻画。事实证明，李代数对研究流形的几何性质有很大的帮助。本文主要是根据定理 1 的

结论，构造一类新的伪黎曼代数里奇孤立子。 
符号如上，记 ( )0, ,n 为黎曼代数里奇孤立子，由参考文献[21]知，存在常数 k∈，使得 0kD 的特

征值均为正整数，且无公共因子。设 1 2 pn n n n= ⊕ ⊕ ⊕ 是 0kD 的特征子空间分解，这里 in 的下标 i 表示

相应的特征值。我们允许某些特征子空间 in 为零。由 n 的李括号性质可知 ,i j i jn n n +  ⊆  ，其中 

1 , ,i j p i j p≤ ≤ + ≤ ， ( ){ }1 2, , , 1p iδ δ δ δΛ = = ， 且 当 , , 0i ji j k n n + = ≠  时 ， 1i j kδ δ δ = 。 注 意 到

( ) ( ) ( ) ( )( )1 21,1, ,1 , 1 , 1 , , 1 p∈Λ − − − ∈Λ  ，定义 S 上的左不变黎曼度量 ( ),
δ
δ ∈Λ 为： 

, , , , 0
a aa a

a n
δ δ××

= = , 

1 1 2 2
1 2, , , ,

p p
pn n n n n nn nδ

δ δ δ
× × ××

= + + + . 

在参考文献([22])中，Zhang Hui 和 Yan Zaili 证明了当 , 是爱因斯坦度量时， ,
δ
也是爱因斯坦度 

量，本文主要证明如下定理： 
定理 2 符号如上，对于任意δ ∈Λ， ,

δ
都是 S 上的伪黎曼代数里奇孤立子。对于不同的 ,δ δ ′∈Λ ∈Λ ，

,
δ
和 ,

δ ′
互不同构。 

2. 基本知识 

设 G 是一个连通李群， g LieG= 是其李代数，即所有左不变向量场的集合。记 , 是 G 上左不变伪

黎曼度量，∇是 ( ), ,G 的黎曼联络。对于任意的 , g, , , gx y u v z∈ ∈ ，有 

[ ],x yy x x y∇ −∇ = , 

[ ] [ ] [ ]( )1, , , , , , ,
2x y z x y z y z x z x y∇ = − +  

黎曼曲率张量为： 

( ) [ ],, ,x y x y y x x yR x y z z z z z = ∇ ∇ =∇ ∇ −∇ ∇ −∇  , 

( )0,2 -型里奇曲率张量 ric为 

( ) ( )( )ric , trace ,u v x R x u v=  . 

里奇曲率算子 Ric : g g→ 为 

( ) ( )Ric , ric ,u v u v= . 

曲率向量 H 为 

( )( ), trace adH x x= . 

注意到 g 是幺模的当且仅当 0H = ，当且仅当 gx∀ ∈ ， ( )( )trace ad 0x = 。 

引理 1  设 K 为 g 的 Killing 型，{ }ie 是 g 的一组正交基，即 { }, 1,1i i ie eε = ∈ − ， ( ), 0i je e i j= ≠ ，

则 , gu v∀ ∈ ，有 
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( ) ( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ]
,

1 1ric , , , , , ,
2 2
1 1, , , , , , ,
2 4i i i i j i j i j

i i j

u v K u v H u v u H v

u e v e e e u e e vε ε ε

= − − +

   = − +    ∑ ∑
 

定义 1 设 ( )1 1g , , 和 ( )2 2g , , 是两个度量李代数， 

i) 如果存在李代数同构 1 2: g gϕ → ，使得 ( ) ( )1 2
, ,x y x yϕ ϕ= ， 1, gx y∀ ∈ ，则称度量李代数 ( )1 1g , ,

和 ( )2 2g , , 同构。 

ii) 如果存在李代数同构 1 2: g gϕ → 和常数 0c ≠ ，使得 ( ) ( )1 2
, ,x y c x yϕ ϕ= ， 1, gx y∀ ∈ ，则称在相

差一个常数意义下度量李代数 ( )1 1g , , 和 ( )2 2g , , 同构。 

注意：如果 ( )1 1g , , 和 ( )2 2g , , 同构(或在相差一个常数意义下同构)，则它们相应的连通单连通伪

黎曼流形 ( )1 1, ,G 和 ( )2 2, ,G 同构(或相差一个常数意义下同构)。反之一般不对。 

定义 2  设 G 是一个连通李群，h 是 G 上一个左不变伪黎曼度量。若 G 的李代数 g 上存在一个导子

( )D Der g∈ 和常数 c∈，使得 ( ),G h 的里奇曲率算子 Ric Id Dc= + ，则称 h 为代数里奇孤立子。 
特别的，若 G 是可解李群(或幂零李群)，则称 h 为可解代数里奇孤立子(或幂零代数里奇孤立子)。J. 

Lauret 首先研究了黎曼幂零代数里奇孤立子，并证明了以下一些结论： 
i) 设 G 是一个幂零李群，h 是一个左不变黎曼度量，则 h 是里奇孤立子当且仅当 h 是代数里奇孤立

子； 
ii) 在相差一个常数意义下，幂零李群至多存在一个代数里奇孤立子； 
iii) 幂零代数里奇孤立子可扩张成为爱因斯坦度量； 
iv) 半单李群上的代数里奇孤立子一定是爱因斯坦度量。 

3. 定理 2 的证明 

为了证明定理 2，我们需要如下引理，其证明可见参考文献([20])。 

引理 2  A a∀ ∈ ， AD 是 ( ), ,
n n

n
δ ×

的对称导子， AS 是 ( ), ,
n n

n
δ ×

的反对称导子。 

引理 3  A a∀ ∈ ，在度量 ,
δ
下，伴随矩阵 ( )*adA 与δ ∈Λ的选择无关。 

引理 4  ( ), ,S
δ 的曲率向量 H aδ ∈ ，且与δ ∈Λ的选择无关，即 δ∀ ∈Λ，H Hδ = ，这里 H 为 ( ), ,S

的曲率向量。 

引理 5 δ∀ ∈Λ ， ( ), ,
n n

n
δ ×

的里奇曲率算子 0 0Ric Ric Idn c Dδ = = + 。 

引理 6 ,δ δ ′∀ ∈Λ， ( ), ,
n n

n
δ ×

与 ( ), ,
n n

n
δ ′ ×

同构当且仅当δ δ ′= 。 

有了上述引理，我们便可证明定理 2。 
定理 2 的证明： 
设 ( ), ,S 的里奇曲率算子为 Ric Idc D= + ， ( ), ,S

δ 的里奇曲率算子为 Ricδ 。我们证明 

Ric Ric Idc Dδ = = + ， δ∀ ∈Λ 。设 dim ,1i id n i p= ≤ ≤ ， { }sA a⊆ ，{ }
1

idj
i ij

E n
=
⊆ 为 ( ), ,S 的一组标准正

交基。按照 ,
δ
的定义，这组基是 ( ), ,S

δ 的标准伪正交基，其中 ,j j
i i iE E

δ
δ= 。由引理 1 知，

,A a X n∀ ∈ ∈ ，有： 
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( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

,

*

Ric ,

1 1, , , ,
2 2
1 1, tr ad ad
2 2

Ric , ,

j j
i i i

i j

A A

K A A A E A E

K A A A A

A A

δ δ

δ
δ   = − −    

= − −

=

∑



 

( )

( ) ( ) ( )

( )

,

*

1Ric , , , ,
2
1 1, tr ad ad
2 2

Ric , ,

j j
i i i

i j
A X A E X E

K A A A X

A X

δ δ δ
δ   = −    

= − −

=

∑

  

( ) [ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

( ) [ ]

,

2 2

, , , , ,

2

, ,

1 1Ric , , , , , , ,
2 2
1 1, , , , , ,
2 4
1 1, , , , ,
2 2

Ric , , , ,

j j
s s i i i

s i j

j s t
s i i i j i j

s i j i j s t

j
s s s i i

s s i j

n

X X X A X A X E X E

A E X E E X H X X

X A X A A E X

X X H X X

δ δ δ δ

δδ δ

δ δ

δ δδ

δ

δ δ δ

δ

   = − −    

   + + −   

 = − +  

+ −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
 

由引理 2，3，4，5 知， i j∀ ≠ ， 

( )Ric , 0i jn nδ δ
= , 

( ) [ ] [ ]

( ) [ ]
( )

2

, ,

0

1Ric , , , , , ,
2

Ric , , ,

Ric , ,

j
k k k s k s k s i k k

s s i j

k k k k k k

k k k

n n n A n A A E n

n n H n n

n n

δ δ
δ δ

δ δ

δ

 = − +  

+ −

=

∑ ∑

 

从而 Ric Ric Idc Dδ = = + ， δ∀ ∈Λ，即 ( ), ,S
δ 是代数里奇孤立子。 

最后，假设存在 ,δ δ ′∈Λ，使得 ( ), ,S
δ 和 ( ), ,S

δ ′ 同构，从而存在李代数同构 : S Sϕ → ，使得 

( ) ( ), ,X X X X
δ δ

ϕ ϕ
′

= , X S∀ ∈ , 

由于 [ ],n s s= , 

( ) [ ]( ) ( ) ( ) [ ], , ,n s s s s s s nϕ ϕ ϕ ϕ = = = =  , 

因此 

( ) ( ): , , , ,n n n n n
n n

δ δ
ϕ ′× ×

→  

是同构。由引理 6 知，δ δ ′= ，证毕。 

4. 结束语 

在本文中，我们基于可解李群上代数里奇孤立子的充分必要条件得到了可解连通李群上新的一类伪

黎曼代数里奇孤立子，且给出了它们同构的充分必要条件。 
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