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摘  要 

本文提出了一种求解Moore-Penrose广义逆的高阶迭代法，并证明了该方法具有局部九阶收敛速度。此

外，我们进行了数值实验，与已有的迭代法进行计算时间对比，结果表明该方法是有效可行的。 
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Abstract 
In this paper, a high order iterative method for solving the Moore-Penrose generalized inverse is 
proposed, and it is proved that the method has local ninth order convergence rate. In addition, 
numerical experiments are carried out to compare the calculation time with the existing iterative 
methods, and the results show that the proposed method is effective and feasible. 
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1. 引言 

M-P 广义逆在求解线性方程组和线性最小二乘问题具有广泛应用，例如关于求解以下线性方程组： 
,Ax b=                                       (1.1) 

其中 m nA C ×∈ 是系数矩阵，b 为已知的 m 维列向量，x 为未知的 n 维列向量，那么就可以通过计算系数矩

阵 A 的 M-P 广义逆来求解。关于 M-P 广义逆的计算，直接法例如奇异值分解法是较为常用的方法，但当

A 的规模较大时，直接法的计算成本很高，因此，计算 M-P 广义逆的高效迭代法十分重要。 
1906 年，Moore [1]注意到一个矩阵的广义逆的存在性，并且用投影的方式定义每个矩阵的广义逆。

1955 年，Penrose [2]以不同的方式重新进行定义，用同时满足四个方程的形式(简称 Moore-Penrose 方程)，
引入唯一的广义逆。下面给出 M-P 广义逆的定义。 

定义设 A 是复数域上的 m n× 矩阵，若存在一个矩阵 m nX C ×∈ ，使它满足以下 Penrose 方程： 

( )
( )

*

*

,
,

,

,

AXA A
XAX X

AX AX

XA XA

=
 =
 =
 =

                                   (1.2) 

其中， ∗表示矩阵的共轭转置。那么可以证明 X 是存在且唯一的，X 被称为 A 的 M-P 广义逆，记作 †A 。 
对于许多的数学问题，我们不能通过有限次算术运算及解析方法来求得它的精确解，而只能通过对

所求的解进行一次次估计，从而逐步求得它的逼近解，像这种方法我们称为迭代法。一直以来，学者们

对于使用迭代法计算广义逆做着许多研究。 
学者们不断提出各种估计矩阵 M-P 逆的方法，大多数这些迭代法都是基于求解以下定义的矩阵方程： 

( ) 0.f X I AX= − =                                  (1.3) 

所求出来的矩阵 X 具有 A 的逆的部分性质，验证该方法满足 M-P 逆的定义，则此迭代法可以成为求

广义逆的一种迭代法。 
1933 年，Schulz [3]提出迭代格式 

( )1 2 , 0,1,2, ,k k kX X I AX k+ = − =                             (1.4) 

其中 I 是 m m× 的单位矩阵， 0X 是矩阵 1A− 的初始近似，这就是著名的 Schulz 迭代法，也是计算 M-P 逆

常用的迭代法。该方案完全基于矩阵和矩阵相乘，可以在并行机器上实现。而且如在文献[4]中所讨论的，

上述方法具有多对数复杂度，并且在数值上是稳定的。 
然而，上述方案在开始过程中收敛比较缓慢，导致计算工作量的增加。因此，更高阶的方案被开发

出来以降低计算复杂度。例如，W. Li 和 Z. Li [5]提出以下三阶迭代方法： 

( )( )2
1 3 3 , 0,1,2, .k k k kX X I AX AX k+ = − + =                        (1.5) 

2011 年，Li 等人[6]将迭代格式(1.5)改写成以下迭代格式： 

( )( )1 3 3 ,k k k kX X I AX I AX+ = − −                            (1.6) 
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这个也是著名的切比雪夫法。Krishnamurthy 和 Sen [7]提出以下的四阶迭代格式： 

( )( )( )1 ,k k k k kX X I Y I Y I Y+ = + + +                           (1.7) 

其中 k kY I AX= − 。 

Soleymani [8]中提出了以下五阶迭代格式，每次迭代需要六次矩阵相乘： 

( )( )( )( )( )1
1 11 25 30 20 7 .
2k k k k k k kX X I AX I AX I AX I AX I AX+ = − − + + − + + − +         (1.8) 

Soleymani [9]等人引入以下六阶方法，每次迭代使用五次矩阵和矩阵相乘： 

( )
( )( )( )1

,
,

2 3 2 .

k k

k k k

k k k k k k

B AX
C B I B

X X I B I B C I C+

 =


= − +
 = − − + +

                      (1.9) 

2012 年，Soleymani [10]又开发七阶迭代方案，每次迭代需要八次矩阵相乘： 

((((
( )( )( )))))

1
1 120 393 735 861 651

16

315 93 15 .

k k k k k k

k k k k

X X I AX I AX I AX I AX I

AX I AX I AX I AX

+
= + − + + − +

+ − + + − + 

          (1.10) 

1986 年，Krishnamurthy 和 Sen [7]提出这类 Schulz 型迭代方案的一般形式。2013 年，Li [11]等人对

这类迭代方案进行理论研究，证明 Schulz 型矩阵迭代法在数值上是稳定的。通过这种方法，提出每个基

于超幂级数的 p 阶迭代方法，每次迭代需要 p 次矩阵和矩阵乘法。例如，需要九个矩阵和矩阵乘法的九

阶迭代方案定义如下： 

( )( )( )( )( )( )( )1 ,k k k k k k k k k kX X I Y I Y I Y I Y I Y I Y I Y I Y+
 = + + + + + + + +  

          (1.11) 

其中 k kY I AX= − 。 

本文构造一种新的高阶迭代方法来逼近 M-P 逆。首先，从理论上证明提出的方案对非奇异矩阵收敛

于九阶。之后，我们研究生成的迭代序列到 M-P 逆的收敛性。通过计算效率，我们将该迭代方案与先前

的迭代方案进行理论比较。最后进行数值实验，对于要求广义逆的给定矩阵 A，我们的迭代方案所需迭

代次数与迭代时间与原有的迭代格式进行对比，验证该方案是有效可行的。 

2. 算法 

在本节中，我们构造一种新的求矩阵广义逆的迭代方法。为此，我们考虑以下新的有理迭代函数： 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2

1

2 ,
2

,

1
45 1 , 0,1,2, ,
5

k k k
k k

k k

k
k k

k

k k
k

k k
k k

F X F X F X
Y X

F X F X

F Y
Z Y

F Y

F Y F Z F Z
X Y k

F Z F Y+

  ′′
  = − +

 ′ ′ 


= − ′


  −   = − − =    ′    
 



                (2.1) 

注意到，(2.1)在求解非线性方程的零点时具有局部九阶收敛性。 
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现在，为了计算给定矩阵 A 的逆，将迭代方案(2.1)应用于矩阵函数(1.3)，得到以下迭代格式： 

( )( ) ( )( )(
( )( ) ( )( )( )( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2 3 4

5 6 7 8

9 10 11

1 3 3 79 3 3
25

87 3 3 37 4 3 3

1 237 1020 2644 4626 5814
25
5460 3924 2169 901

264 48 4 , 0,

k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k

k k k k

k k k

X X I AX I AX I AX I AX I AX

I AX I AX I AX I AX I AX I AX

X I AX AX AX AX

AX AX AX AX

AX AX AX k

+ = − + − + − + + − +

× + + − + − + + − +

= − + − +

− + − +

− + − = 1,2, .

 

在上述的等式中，矩阵和矩阵相乘的次数是十二，这增加了每次迭代的计算量。而通过适当的因子

分解技术，可以使计算成本最小化，从而提高计算效率。为此，将上式改写成以下矩阵迭代格式： 

( )

( )( )( )1

,
3 3 ,

,
1 79 87 37 4 , 0,1,2, .
25

k k

k k k

k k k

k k k k k k

B AX
C I B I B
S B C

X X C I S I S I S k+

=
 = + − +
 =

 = − − + + − + =



              (2.2) 

在上述简化形式(2.2)中，每次迭代时的矩阵相乘减少到七次。此外，该迭代格式(2.2)也属于 Schulz
型方法。在下一节中，我们将陈述并证明该方案在某些假设下具有九阶收敛性。 

3. 理论分析 

本节针对提出的迭代格式(2.2)，分别讨论其对于非奇异复矩阵以及一般复矩阵的收敛性分析。 

3.1. 收敛性分析 

定理 3.1 假设 A 是一个 n n× 阶非奇异复矩阵。如果初始迭代矩阵 0X 满足以下条件： 

0 1,I AX− <                                     (3.1) 

那么迭代格式(2.2)九阶收敛于 †A 。 
证明：假设不等式(3.1)成立，设 k kE I AX= − 为每步迭代的残差矩阵，那么 0 0E I AX= − 为初始残差

矩阵。我们可以得到第 k + 1 步残差矩阵为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

1 237 1020 2644 4626
25

5814 5460 3924 2169

901 264 48 4

k k

k k k k

k k k k

k k k k

E I AX

I AX AX AX AX

AX AX AX AX

AX AX AX AX

+ += −

= − − + −

+ − + −

+ − + − 


 

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
( )

9

9 3

9 3

1 25 4 3 3
25
1 21 4
25
1 21 4 .
25

k k k k

k k

k k

I AX I AX I AX I AX

I AX I I AX

E I E

= − + − + + − +

= − + −

= +

 

在等式两边取矩阵范数得： 
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( ) 9 129 3
1

1 121 4 21 4 .
25 25k k k k kE E I E E E+

 ≤ + = +                     (3.2) 

接下来我们使用数学归纳法，由假设条件(3.1)知 0 1E < ，代入(3.2)得到： 

9 12
1 0 0

1 21 4 1.
25

E E E ≤ + <   

现在，我们假设 1kE < ，那么 

9 12 9
1

1 21 4 .
25k k k kE E E E+

 ≤ + ≤   

然后，我们可以得到 
19 9

1 0 1.
k

k kE E E
+

+ ≤ ≤ ≤ <  

因此，当 k →∞时， 0kI AX− → ，也就是说当 k →∞时， 1
kX A−→ 。 

现在我们证明了在假设(3.1)成立的情况下，由迭代格式(2.2)生成的矩阵序列{ } 0

k
k k

X =∞

=
收敛于矩阵 1A− 。

接下来，我们证明该序列的收敛阶数至少为九阶。为此，我们将第 k 步迭代的误差矩阵定义为： 
1 ,k kA Xε −= −  

那么就有 k k kA I AX Eε = − = 。因此在第 k+1 步迭代时有： 

( ) ( ) ( )9 129 3
1 1

1 121 4 21 4 .
25 25k k k k k kA E E I E A Aε ε ε+ +

 = = + = +   

由于 A 是可逆的，由上式可得： 

( ) ( )8 11
1

1 21 4 .
25k k k k kA Aε ε ε ε ε+

 = +   

对两边取矩阵范数，我们可以得到： 

3 98 11
1

1 [21 4 .
25k k kA Aε ε ε+

 ≤ + 
 

 

不等式表明，在假设条件(3.1)成立的情况下，由迭代格式(2.2)生成的矩阵序列{ } 0

k
k k

X =∞

=
至少以九阶收

敛于 1A− ，证毕。 
在定理 3.1 中分析，一定条件下，新构造的迭代方法(2.2)对于非奇异复矩阵是收敛的。因此，初始迭

代矩阵 0X 对该方法的收敛性起着重要的作用。 
Pan 和 Schreiber 提出，可以选择 

*
0 ,X Aα=                                      (3.3) 

作为初始迭代矩阵，其中α 是一个足够小的正数， *A 是给定矩阵 A 的共轭转置矩阵。式(3.3)中α 的

最优选择是 2 2
1

2

rσ σ+
，其中 1 2Aσ = ，

†

2

1
r A

σ = 。然而， rσ 较难获得，但是我们可以知道 

2 2
min 1 max ,rσ σ σ σ≤ ≤ ≤  

其中， minσ 和 maxσ 分别是矩阵 A 的奇异值的上界和下界。根据上述不等式，可以得到最优一般初始选择： 

*
0 2 2

min max

2 .X A
σ σ

=
+
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除此之外，Pan 和 Schreiber 还提出了α 的次优值为 

1

1 .
A A

α
∞

=  

另外地，对于不同类型的矩阵，可以选取不同的初始矩阵，可见文献[12]。 

3.2. Moore-Penrose 广义逆的收敛性 

本小节讨论当矩阵 A 为任意 m n× 阶复矩阵时，上述所提出的迭代方案对 Moore-Penrose 逆的收敛性，

我们还将证明它的收敛速度保持不变。接下来，用引理说明所提出的方案满足 Penrose 方程。 
引理 3.2 对于由迭代格式(2.2)以及初始矩阵 *

0X Aα= 生成的矩阵迭代序列{ } 0

k
k k

X =∞

=
，以下矩阵方程组 

成立： 

( )
( )

†

†

*

*

(a) ,

(b) ,

(c) ,

(d) .

k k

k k

k k

k k

X AA X

A AX X

AX AX

X A X A

 =


=


=


=

 

证明：使用数学归纳法证明引理。对于等式(a)，我们首先证明 0k = 时，等式成立： 

( ) ( ) ( )* * ** * * * *
0 0.X AA A AA A AA A A A AA A A Xα α α α α= = = = = =† † † † †  

假设当 k n= ，等式(a)成立，即 †
n nX AA X= 。那么我们要证明当 1k n= + 时，等式(a)成立，即

†
1 1n nX AA X+ += 。使用迭代格式(2.2)，我们得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3 4†
1

5 6 7 8 9

10 11 †

1 237 1020 2644 4626 5814
25
5460 3924 2169 901 264

48 4

n n n n n n

n n n n n

n n

X AA X I AX AX AX AX

AX AX AX AX AX

AX AX AA

+
= − + − +

− + − + −


+ −

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2† † † †

3 4 5† † †

6 7 8† † †

9 10† †

1 [237 1020 2644 4626
25
5814 5460 3924

2169 901 264

48 4 .

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n

X AA X AX AA X AX AX AA X AX AX AA

X AX AX AA X AX AX AA X AX AX AA

X AX AX AA X AX AX AA X AX AX AA

X AX AX AA X AX AX AA

= − + −

+ − +

− + −

+ − 

 

由已知得 †
n nX AA X= ，将其代入上式可得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3†
1

4 5 6 7

8 9 10 11

1 237 1020 2644 4626
25
5814 5460 3924 2169

901 264 48 4

.

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n

X AA X X AX X AX X AX

X AX X AX X AX X AX

X AX X AX X AX X AX

X

+
= − + −

+ − + −

+ 
− + −

=

 

因此，由数学归纳法，对于任意 k N∈ ，条件(a)得证。 
对于第三个条件等式(c)，首先，我们验证当 0k = 时，等式(c)成立： 
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( ) ( ) ( )* ** * * * * *
0 0.AX A A A A AA A A AXα α α α= = = = =  

假设当 k n= ，等式(c)成立，即 ( )*n nAX AX= 。那么我们要证明当 1k n= + 时，等式(c)成立，即

( )*1 1n nAX AX+ += 。因此，使用迭代格式(2.2)，我们得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

* * ** * 2 3 4
1

* * * *5 6 7 8

* * * *9 10 11 12

1 237 1020 2644 4626
25

5814 5460 3924 2169

901 264 48 4 .

n k k k k

k k k k

k k k k

AX AX AX AX AX

AX AX AX AX

AX AX AX AX

+
= − + −

+ − + −

+ − + − 

 

由已知得 ( )*1 1n nAX AX+ += 成立，那么上式可以写成： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* 2 3 4
1

5 6 7 8

1 237 1020 2644 4626
25

5814 5460 3924 2169 .

n k k k k

k k k k

AX AX AX AX AX

AX AX AX AX

+ = − + −


+ − + − 

 

因此，由数学归纳法，对于任意 k N∈ ，条件(c)得证。同样地，条件(b)和条件(d)也可以类似地证明。

综上所述，引理得证。 
在下一个定理中，我们将证明迭代格式(2.2)对于 M-P 逆的收敛速度。 
引理 3.3 对于任意给定的复矩阵 A，由迭代格式(2.2)以及初始矩阵 *

0X Aα= 生成矩阵迭代序列

{ } 0

k
k k

X =∞

=
，该序列以九阶收敛于给定矩阵的 M-P 逆 †A 。 

证明：我们设 †
k kX A= − ，把它作为用迭代格式(2.2)逼近 M-P 逆时第 k 步的误差矩阵。那么我们

可以得到： 

( )
1 1 1 1

9 121 21 4 .
25

k k k k

k k

A AX AA AX I I AA E I AA

E E I AA

+ + + += − = − + − = − + −

= + + −

 † † †

†
 

我们可以证明 ( )† † ,
t

I AA I AA t N− = − ∈ ，以及 ( )† 0kI AA A− = ，把它们代入上式得到： 

( ) ( )( )9 12
1

1 21 4 .
25k k kA A A+ = −                             (3.4) 

设 †P AA= 以及 0S I AX= − ，那么有 2P P= ，还得到： 

( )
( )

† † † †
0 0 0

† † †
0 0 .

PS AA I AX AA AA AX AA AX

AA AX AA I AX AA SP

= − = − = −

= − = − =
 

另外，Stanimirović 和 Cvetković-llić 表明，若存在 n nP ×∈ 和 n nS ×∈ ，使得 2P P= 和 PS SP= 成

立，那么有 ( ) ( )PS Sρ ρ≤ 。因此，我们可以得到： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )† †
0 1

max 1 1,ii r
A X A A A A I AA AAρ ρ α ρ α λ α∗ ∗ ∗

≤ ≤
− = − ≤ − = − <  

其中，r 为奇异值的个数， ρ 为矩阵的谱半径。我们知道，存在一个正常数 和一个矩阵范数 ⋅ ，使得： 

( ) ( )( )† †
0 0 1,A X A A X Aρ− ≤ − + <  

这也意味着 0 1A < 。此外，对(3.4)两边同时使用矩阵范数可得： 
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9 12 9 99
1

1 21 4 .
25k k k k kA A A A A+

 ≤ + ≤ ≤                       (3.5) 

现在，我们提出的迭代格式(2.2)在计算 M-P 逆时的误差为： 
† † † † † † †

1 1 1 1 .k k k kX A A AX A AA A AX AA A A+ + + +− = − ≤ − =   

将不等式(3.5)代入到上式中，可以得到： 
† 9† 9

1 1 .k k kX A A A+ += − ≤                            (3.6) 

因此，当 k →∞时， †
1 0kX A+ − → 。因此，(3.6)证明由迭代格式(2.2)生成的矩阵序列{ } 0

k
k k

X =∞

=
在假 

设条件下，至少以九阶收敛于给定矩阵 A 的 M-P 广义逆。证毕。 

3.3. 计算效率 

如第 1 节所述，高阶求矩阵广义逆的最一般的方法是利用 p 次矩阵和矩阵相乘构造局部 p 阶矩阵迭

代，而本文构造的方法(2.2)仅需要使用七次矩阵相乘便具有局部九阶收敛性。Traub 将 p 阶迭代方法的计

算效率指数(CEI)定义为： 
1

,CEI pθ=  

其中θ 表示算法总的计算成本。每个 Schulz 型迭代方法的计算成本都由矩阵和矩阵相乘控制，让我们假

设每次矩阵相乘的成本是统一的。那么对于每次迭代需要 µ 次矩阵相乘，迭代次数为 S 的迭代算法，其

计算成本为 Sθ µ= ，Soleymani [8]提出 p 阶 Schulz 型迭代方法大约需要以下迭代次数： 

( )22log ,pS Aκ=  

其中 2κ 是给定矩阵在
2⋅ 下的条件数。因此，p 阶迭代方法的计算效率指数为： 

( )( )2

1
2log .p ACEI p µ κ

=                                  (3.7) 

利用计算效率指数这一概念，我们将迭代格式(1.4)、(1.6)、(1.8)、(1.9)、(1.10)、(1.11)与新构造格式

(2.2)进行比较。分别用 1、2、3、4、5、6 以及 new 代表上述格式，由图 1 可以看出，在不同的条件数下，

我们提出的方法都具有较高的计算效率。 
 

 
Figure 1. Comparison of calculation efficiency of different methods 
图 1. 不同方法计算效率比较 
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因此，新构造的方法从效率上来说是理论有效的。 

4. 数值实验 

本节给出构造格式(2.2)的数值实验结果，并且与迭代格式(1.4)、(1.6)、(1.8)、(1.9)、(1.10)、(1.11)
进行比较，主要进行迭代次数与迭代时间的对比，展现此迭代格式的优势。算法在 MATLABR2016a 编

程实现，数值实验在 PC 机上 Windows 系统中进行。 

在本节中选择初始迭代矩阵为 *
0 2 2

min max

2X A
σ σ

=
+

，终止条件为 1k kX X ε+ − <  [13]，数值实验每次 

进行多次实验取平均值。数值实验如下： 
例 4.1 考虑如下 5 阶病态 Hilbert 矩阵(文献[14]中例 1) 

1 1 1 11
2 3 4 5

1 1 1 1 1
2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 .
3 4 5 6 7
1 1 1 1 1
4 5 6 7 8
1 1 1 1 1
5 6 7 8 9

A

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

 

数值实验结果如表 1 所示，其中迭代格式(1.10)不收敛，迭代格式(2.2)平均迭代次数最小，需要 25
次，平均时间也为最少。 
 
Table 1. Example 4.1 experimental comparison 
表 1. 例 4.1 实验对比 

 (1.4) (1.6) (1.8) (1.9) (1.10) (1.11) (2.2) 

平均迭代次数 78 30 33 31 发散 26 25 

平均所需时间(s) 0.00035 0.00045 0.00051 0.00037 - 0.00032 0.00031 
 

例 4.2 考虑如下 5 阶秩亏矩阵(文献[15]中例 4) 

0 0 0 2 0
4 1 0 2 0
0 2 0 1 0
0 0 0 2 0
2 1 4 3 1

A

 
 
 
 = −
 
 
 − 

 

数值实验结果如表 2 所示，其中迭代格式(2.2)平均迭代次数最小，需要 29 次，平均时间也为最少。 
 
Table 2. Example 4.2 experimental comparison 
表 2. 例 4.2 实验对比 

 (1.4) (1.6) (1.8) (1.9) (1.10) (1.11) (2.2) 

平均迭代次数 105 40 43 44 37 36 29 

平均所需时间(s) 0.00198 0.00214 0.00341 0.00182 0.00220 0.00177 0.00141 
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例 4.3 考虑随机 ( )20n n× + 阶矩阵( 200n = ) 
数值实验结果如表 3 所示，其中迭代格式(2.2)平均迭代次数最小，需要 9 次，平均时间也为最少。 

 
Table 3. Example 4.3 experimental comparison 
表 3. 例 4.3 实验对比 

 (1.4) (1.6) (1.8) (1.9) (1.10) (1.11) (2.2) 

平均迭代次数 27 13 12 11 10 9 9 

平均所需时间(s) 0.01838 0.02107 0.02681 0.01437 0.02218 0.01859 0.01341 
 

从以上数值例子可以看出，迭代格式(2.2)所使用的平均迭代次数和平均使用时间都是最少的，因此

该算法是有效可行的。 

5. 结论 

本文构造了一种计算给定复矩阵的 M-P 逆的高阶迭代方案。在一定条件下，该方法至少能达到九阶

收敛性。理论分析表明，该方案采用了较小的矩阵相乘数，从而提高其计算效率指标。图 1 表明，相对

于现有的迭代方法，该方法有着较高的计算效率指标。数值实验结果表明，该方案在较小的计算时间内

准确地得到期望的结果。因此，研究结果支持并证明所提出的方法的有效性。 
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