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摘  要 

数列的极限是初等数学向高等数学过渡的关键内容，是学习高等数学的基础与核心，其思想贯穿于高等

数学的始终。数列极限的概念高度抽象，是高等数学中最难理解的部分，数学史是帮助学员理解数学的

一扇窗，本文结合多年的教学经验、实践和反思，沿着数列极限的发展历程将极限这个难点进行了分割，

对“数列极限的概念”教学设计和实施方法进行探究，在拓展学生的科学文化素养的同时，也让学生在

探索新知的课堂环境中逐步理解和掌握极限的概念。 
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Abstract 
The limit of the sequence of numbers is the key content of the transition from elementary ma-
thematics to advanced mathematics, and is the foundation and core of learning advanced ma-
thematics. Its ideas run through the whole of advanced mathematics. The concept of the limit of 
a sequence of numbers is highly abstract and is the most difficult part to understand in ad-
vanced mathematics. The history of mathematics is a window to help students understand ma-
thematics. This article combines years of teaching experience, practice and reflection, along the 
development process of the limit of the sequence, the difficulties are divided, and the teaching 
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design and implementation methods of the “concept of sequence limit” are explored. While ex-
panding students’ scientific and cultural literacy, it also allows students to gradually understand 
and master the concept of limit while exploring the new knowledge of the classroom environ-
ment. 
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1. 引言 

函数是高等数学研究的主要对象，研究函数的工具与方法则是极限[1]。如果将高等数学比作一颗参

天大树，它就是以初等数学为根基，以极限为树干，由此滋生出了导数、微分、积分等众多枝杈。所以

我们说极限是高等数学的基础与核心，是初等数学向高等数学过渡的关键内容，如果要用一句话概括高

等数学，那就是用极限的思想研究函数问题。数列极限的概念高度抽象，是高等数学中最难理解的部分。

近年来，很多学者对数列极限的教学设计进行了研究，如江苏科技大学的孙红[2]，福州大学的刘宣[3]。
上海电力大学的孙玉芹[4]在“数列的极限”教学设计方面进行了相应的创新，在讲授知识的同时，融入

了数学史和数学人文思想的相关介绍。数学史能够很好的激发学生的学习兴趣，对培养学生的价值观有

着重要的作用[5]。 
我们的授课对象大一新生，通过高中系统的学习，学生们具备了一定的数学思想和素养，初步接触

了数列的相关知识，为学习奠定了基础；但也存在相应的问题，如正他们于中学到大学的过渡时期，对

知识的理解尚处于被动地接受阶段。此外，学生们虽然在高中接触过数列极限的初步知识，但缺乏对概

念的深入理解。本文结合我校学生的特点，对“数列的极限”教学设计做了一个全新的探索，以数学史

贯穿始终，让学生在学习数学知识的同时，了解它所包含的历史背景。在具体的课例设计中，通过引入

相关的应用案例，采用提问引导、图示讲解、动画演示的教学方法，拓展学生思维，激发学生学习兴趣

和探索欲望，促进学生们进一步体会极限的思想和内涵。 

2. 创设情境，导入新课 

设计流程：课堂上，首先向学生们提出问题：什么是极限？大家听说过极限吗？接着引导学生思考

生活中的极限：1) 挑战极限已经成为了生活中最时髦的词语和活动。像滑雪、踏浪、蹦极等极限运动，

这些运动中蕴含了挑战自我胆量、勇气和耐力的极限精神；2) 百米冲刺时，超越自我的极限挑战则是在

冲击人类体能的“极限”。3) 各种军事报道中的极限–舰载机在着舰的瞬间，飞行员身体面临的极限考

验，航母的实际排水量均已超过了极限排水量；4) 军事训练中隐含着的更多极限挑战，从某些方面来说，

训练强度越大，挑战极限越狠。军队越具有强大的战斗力。 
设计目的：通过一系列的设问和引导，让学生感悟到生活中的极限意为“不可逾越的数值”。进一

步，向学生提问：什么是数学中的极限呢？实现知识的自然顺承和导入，激发学生的学习兴趣和探索欲

望。 
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3. 数列极限概念的形成 

3.1. 极限思想的萌芽阶段 

设计流程：通过动画向学生展示我国古代最早蕴含极限思想的两个案例：1) 春秋战国时期，著名的

思想家哲学家庄子在他的《天下篇》中说过“一尺之锤，日取其半，万事不竭”。它描述的是一根一尺

长的木棒，每天截取剩余木棒的一半，按照这种方式依次截取，整个过程可以无限地进行下去。2) 魏晋

时期的刘辉为了解决圆周率的计算问题而创立的“割圆术”，它使得我国古代在圆周率的计算方面长期

处于世界领先地位。 
设计目的：1) 让学生明白庄子的话所隐含的思想本质是指无限的思想，它古人对极限思想的一个初

步认识；所谓万世不竭，即为木棒具有无限可分性。这种初步的极限思想为后人们解决实际问题提供了

灵感。2) 刘辉的割圆术就是这种“无限”思想在实际问题求解中的一个重要的应用，即用圆内接正多边

形的面积来近似圆面积的一种方法。通过动画演示割圆术的过程，让学生体会圆的面积是在无限的变化

过程中由正多边形的面积无限逼近得到的这一思想，进而启发学生，它是近代极限思想的雏形，体现的

是“用已知逼近未知、用近似逼近精确”的一种直观的极限思想。 

3.2. 极限思想的发展阶段 

设计流程：1) 为了给出极限的定义，以“截丈术”为例进行研究。2) 给出数列极限的直观性定义后，

引导学生对定义的优缺点进行分析，为后续精确性定义的提出奠定基础。3) 增加这一时期的极限发展史。

具体流程如下： 

3.2.1. 数列极限直观性定义的提出 
将剩余木棒的长度按照时间增大的顺序排列出来，得到了一个无穷等比数列： 

2
1 1 1, , , ,
2 2 2n 。 

结合无穷数列
( )13 20, , , ,1 ,

2 3

n

n
−

+ 和无穷数列 ( ) 11, 1,1, , 1 ,n+− − ，引导学生通过图示法来讨论这 

三个数列的整体变化趋势。提炼三个数列通项变化趋势的共性：前两个数列的通项 nx 会随着项数 n 的无

限增大，无限接近于某个确定的常数 a，第 3 个数列不具备这一特性。从而得到了数列极限的直观性定

义。 
定义 1：对于数列{ }nx ，如果当项数 n 无限增大时，通项 nx 无限接近于某个确定的常数 a，则称数 

列{ }nx 的极限为 a，或称{ }nx 收敛于 a，记作 lim nn
x a

→∞
= ，否则称数列{ }nx 无极限，或发散。 

3.2.2. 直观性定义详解 
首先，定义的核心是“项数 n 无限增大的变化过程中，通项 nx 具有无限接近于定常数 a 的变化趋势”。

其次，“n 无限增大”的变化过程和“ nx 具有无限接近于定常数 a”的变化趋势都是借助于“无限”这

个词语加以修饰的。 
引导学生分析并思考：1) 定义中的“无限”要说明什么？——“无限”给了我们一种很模糊的而感

觉。而造成这种感觉的原因在于这一定义是在运动观点的基础上，将由几何图像所产生的直觉，用自然

语言给出了一个定性的描述，缺少定量的分析过程，是不精确的。很可能会导致错误的结论。2) 实例解 

释定性描述的缺点：数列
( )1

1
n

n

 − + 
  

的极限为什么是 1 而不是 1.0001？ 
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设计目的：让学生体会到直观的描述性定义虽通俗易懂但不精确，让学生明白一个道理——没有任

何理论依据的定性描述，是不严谨的，必然会引起怀疑。 

3.2.3. 数列极限直观描述性定义的发展史 
数列极限的直观型定义一直延续到极限思想发展的第 2 个历程，17~18 世纪。1) 17~18 世纪是微积分

诞生的世纪，牛顿和莱布尼兹分别从物理和几何等研究方向上各自独立地建立了微积分，在他们创立微

积分的过程中都用到了极限的思想，但都没能严格明确极限的含义，这种理论上的缺陷，招来了哲学上

的非难、嘲讽和攻击。导致了第二次数学危机的爆发。数学的天空阴云密布，但科学的发展势不可挡。

2) 在随后近一个世纪的时间里，为数众多的数学家们都在致力于解释什么是极限？18 世纪法国的数学家

达朗贝尔第一个将极限作为一个概念提了出来：“极限是一个变量趋于一个固定量，趋于程度小于任何

给定量且变量永远达不到固定量”。可惜的是，他没能将这个表示公式化，使得他的极限观念仍然是描

述性的。随后，法国数学家柯西在他的教程中给出了当时是最清晰的极限定义，但这个定义的严谨性还

是不够，定义中的“无限趋于”、“要多么小就多么小”仍然是描述性的，含义不够明确。 
设计目的：1) 让学生在学习数学知识的同时，了解相关文化背景，拓展学生的科学文化素养。 
2) 启发学生思考，如何才能将极限定义从这种定性描述转化为严格的数学定义呢？即用数学语言将

直观性定义中的“n 无限增大的变化过程”和“ nx 无限接近于常数 a 的变化趋势”这两个定性描述，定

量地刻化出来。 

3.3. 极限思想的完善阶段 

设计流程：1) 举例引导学生完成定性描述向定量描述的转化。2) 给出数列极限的精确性数学定义，

并展示这一时期的极限发展史。 

3.3.1. 定性描述向定量描述的过渡 

以无穷数列
( )13 20, , , ,1 ,

2 3

n

n
−

+ 为例，引导学生定量地刻化项数 n 足够大时，通项 nx 无限接近于

a 的过程。注意，在这个数列中，
( )1

1 ,  1
n

nx a
n
−

= + = 。 

首先，引导学生实现“n 无限增大时，
( )1

1
n

nx
n
−

= + 无限接近于常数 1”的等价转化。1) 等价于当“n

无限增大时， 1nx − 无限接近于 0；而 1nx − 无限接近于 0 也就意味着 1nx − 可以要多么小就多么小。要

多么小就多么小，即当任意给定一个正数时(不论多么小)，都能够做到
1
n
比所给定的正数还要小。显然对

于
1
n
来说，当 n 越来越大，n 足够大时，

1
n
就会越来越小，就可以小于任意给定的正数。而这里的这个

任意小的正数，实际上就是度量 nx 与 1 接近程度的一个尺码。 

其次，列举实例让学生具体感受这个衡量接近程度的尺码。如给定尺码 0.01，要使
1
n
小于 0.01，只

需 100n > ，这表明，该数列从第 101 项起之后的所有项与 1 之间的距离都可以小于事先给定的正数 0.01；

再给定一个更小的尺码 0.001，要使
1 0.001
n
< ，只需 1000n > ，那么数列从第 1001 项起之后的所有项与 

1 之间的距离都可以小于事先给定的正数 0.001。当然，还可以给定更小的尺码，如万分之 1，亿分之 1，
同样的都可以找到足够大的 n，使得数列从该项之后的所有项与 1 之间的距离都小于我们所选定的尺码。 

最后，启发学生思考：“选定的尺码可以任意的小”与“小于一个任意小的数”是一个意思吗？如
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何解决？引入符号 ε ，用它来表示任意小的正数。显然，要让 1nx − 小于事先给定的任意小的正数 ε ，显 

然只需
1n
ε

> ，为了找到相应的正整数，将它取整再加 1，这样数列从第
1 1
ε
  +  

项之后的所有项与 1 之间 

的距离都能小于任意给定的正数 ε 。为简化用 ( )N ε 来简化表示。于是得到了数列极限的严格数学定义。

至此，极限的思想的到了完善。 

3.3.2. 数列极限的精确数学定义 
定义 2 对于数列{ }nx ，若存在常数 a，对于任意 0ε >  (不论多么小)，总存在正整数 N，使得当 n N>

时，不等式 nx a ε− < ，都成立，则称数列{ }nx 的极限是 a，或称数列{ }nx 收敛于 a。 
这一定义被称为数列极限的精确数学定义,也被称为高等数学上最难理解和掌握的定义。它的提出历

经了 2 个多世纪，是由德国数学维尔斯特拉斯在众多数学家一步步积累的基础上总结出来的，被称为“增

加一个字显得多，去掉一个字显得少”并且沿用至今的一个经典概念。该定义的提出也平息了第二次数

学危机。 
设计目的：让学生体会数学概念的精确性、严谨性；让学生感知到科学的力量是无穷的。激发学生

的学习热情和动力。 

4. 剖析概念，揭示辩证关系 

数列极限精确数学定义的简洁形式为： 

lim 0nn
x a ε

→∞
= ⇔∀ > ， N N +∃ ∈ ，s.t.当 n N> 时，恒有 nx a ε− < 。 

引导学生对这一定义进行剖析，重点掌握定义中 ε和 N 的特性：1) 定义中的 ε具有两重性，它既是

确定的，又是任意变化的。一旦被确定，它就是一个常数，是定的。而当它任意变化时，可以比你想象

到的任意一个正数还要小。原因是它是动的。ε的两重性中蕴含了静与动的辩证哲学思想。正是由于 ε的
运动性，才准确地刻画了 nx 与 a 的无限接近程度。2) ε的相对静止性即确定性，则是被用来寻找项数 N
的，N 是后 ε而提出的，依赖于 ε而存在，是一个正整数，具有无穷多个。3) 整个定义的关键在于 N 的

存在性，对于一个有极限的数列，必须要找到相应的 N，因为我们关心的是数列从 N 项之后的 1N + 项、

2N + 项……直到最后的无穷项的变化趋势。 
同时，通过具体的例题加深学生对定义的理解，并引导学生总结上述证明过程中的关键步骤。 

例：用数列极限的定义证明 ( )( )lim 1 1 1n

n
n

→∞
+ − =  

证明：对任意的 0ε > ，欲找到一个正整数 N，使得 n N> 时，恒成立
( )1

1 1
n

n
ε

−
+ − < 。 

注意到，
( )1 11 1

n

n n
−

+ − = ，故要使
1
n

ε< ，只需
1n
ε

> ，取
1 1N
ε
 = +  

，则当 n N> 时，恒成立 

( )1
1 1

n

n
ε

−
+ − < ， 

即
( )1

lim 1 1
n

n n→∞

 −
 + =
 
 

。 

设计目的：1) 让学生在理解和掌握 ε 和 N 所具有的特性的同时，揭示其中蕴含的辩证关系。2) 通
过例题，进一步加强学生对抽象概念的理解。3) 提示学生，数列极限的定义并没有告诉我们如何去求一
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个数列的极限，但我们可以用它来验证某个常数是否是给定数列的极限，同时它也给了我们跳出无限过

程而达到有限真值的方法。 

5. 教学设计特色 

5.1. 教学内容渗透哲学思想，突出文理结合 

“博古通今”创设情境，导入新课，揭示数学中的辩证关系；引入学科发展史，在讲授知识的同时，

拓展学员的科学文化素养。 

5.2. 教学过程增强“导”、“悟”能力 

始终坚持以教员的导，学员的学与悟为主线，揭示概念的生成，完成教学过程的升华；以极限的发

展历程为时间轴，将极限概念这个难点进行了分割，让学员在了解历史知识的同时，学好数学知识。 

5.3. 教学目标凸显政理结合、训练思维 

在系统讲授经典知识的同时，优化学员的思维品质，拓展学员的数学视野，增强学员的概括能力和

抽象思维能力。 

6. 小结 

极限的思想贯穿于高等数学的始终，随后我们将要学习的连续的定义、导数的定义、定积分的概念

等都要用到极限。极限是高等数学这个大草原的星星之火，能够燎原整个高等数学，同时它还是数学界

的文艺青年，李白曾在诗中写道：孤帆影碧空尽，唯见长江天际流。同学们课后可以尝试着体会一下这

两句话中包含的极限意境。最后，生活中的极限与数学中的极限虽不同，但又有着千丝万缕的联系，极

限的这个符号向我们诠释着永远运动，无限接近。希望同学们能够坚守住最初的理想，不忘初心，砥砺

前行，做到精益求精，方得始终。 
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