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摘  要 

关于实数的连续性命题是数学分析的基本工具，这一部分内容的教学效果直接影响到学生后续的学习。

本文针对实数连续性命题阐述了将反例教学法融入课堂教学的必要性，同时给出了有理数中相关命题的

几个具体的反例并讨论了在教学中引入这些反例的积极作用和意义。 
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Abstract 
The propositions about the continuity of real numbers are basic tools for mathematical analysis 
and the teaching effect of this part directly affects the students’ subsequent learning. This paper 
expounds on the necessity of integrating counterexample teaching method into classroom teach-
ing aiming at the propositions about the continuity of real numbers, then gives some counterex-
amples of related propositions in rational numbers and discusses the positive role and signific-
ance of using counterexample teaching method. 
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1. 引言 

《数学分析》是数学类专业最重要的专业基础课之一，具有课时长、知识点繁多的特点，同时也是

数学类专业进一步学习实变函数、复变函数、泛函分析等后续高年级分析学课程的基础。不同于工科专

业高等数学的教学要求，数学分析授课内容包含一套基于定义、公理、命题的严密理论体系，其基础是

几类刻画实数连续性的公理[1] [2]，具体包括确界存在定理，单调有界定理，闭区间套定理，致密性定理，

Cauchy 收敛原理，有限覆盖定理等(还有其他一些实数连续性的等价命题，可参考[3] [4])。 
然而在教学实践中我们发现实数连续性命题的学习与运用往往成为学生数学分析入门的一道坎。有

不少同学表示学习过后似懂非懂，甚至有同学因为在这一阶段遇到困难而影响到了后续学习的积极性。

从客观上讲，我们认为造成这一问题的客观原因是学生在进入大学学习的初期即接触到了一系列高度抽

象的公理化命题，同时这一部分内容集中运用二分法、开覆盖的构造等分析技巧，使得学生疲于应对。

从主观上讲，学生初学时往往难以深刻认识到实数连续性在分析学中的重要意义及将要发挥的作用。我

们考虑到反例教学法的运用可以有效地激发学生的认知冲突从而更好地理解抽象的数学命题[5]，例如在

[6] [7] [8] [9]中，作者就极限论、微分学、级数等内容讨论了反例教学法的作用，同时就我们所知，在实

数连续性命题的教学中反例教学法的运用甚少，因此，本文将对常用的实数连续性命题在有理数中给出

一些反例并讨论这些反例在数学分析教学中起到的积极作用。 

2. 实数连续性命题的一些反例及其意义 

本节中我们针对大多数教材中的六个关于实数连续性的等价命题给出一些反例。利用有理数集 Q 中

相应的命题并不一定成立这一事实帮助学生从反面认识实数连续性。 
反例 1 在有理数 Q 中，有上(下)界的集合不存在上(下)确界(参考[10])。 
取集合 { }2: 0, 2A r Q r r= ∈ > < ，下证 A 在 Q 中无上确界。假设 supc A Q= ∈ ，由于不存 a Q∈ 使得

2 2a = ，那么必有两种情况：(i) 2 2c < 或 (ii) 2 2c > 。 
如果 2 2c < ，对任意的 0 1d< ≤ 有 2 1d c< + ， 2 2d dc d< + ，即， 

( ) ( )2 22 2 2 2 22 2 1c d c cd d c cd dc d c d c+ = + + < + + + = + + , 

只需取正数
( )

2

2

2min ,1
1
cd

c

 − =  
+  

，那么结合上式有 

( ) ( )2 22 1 2c d c d c+ < + + = , 

显然 c d+ 为有理数，这与 c Q∈ 为 A 的上确界矛盾。 
如果 2 2c > ，对任意的 0d > 有 2 1d c> − − ， 2 2d dc d> − − ，即， 
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( ) ( )2 22 2 2 2 22 2 1c d c cd d c cd dc d c d c− = − + > − − − = − + , 

只需取正数
( )

2

2

2
1

cd
c
−

=
+

，那么结合上式有 

( ) ( )2 22 1 2c d c d c− > − + = , 

显然 c d− 为有理数，同样与 c Q∈ 为 A 的上确界矛盾。 
在很多教材中，确界存在定理是证明实数连续性等价命题的起始点，常常被作为公理提出。这个反

例意在通过“有理数 Q 中的有界集合不一定存在确界于 Q 中”这一事实让学生更好地理解确界存在定理

是实数连续性的重要方面。 
反例 2 有理数 Q 中单调递增(递减)有上(下)界的数列不收敛于 Q 中。 

选取数列 1
11
1!

a = + ， 2
1 11
1! 2!

a = + + ，，
1 1 11
1! 2! !na

n
= + + + + ，  显然数列{ }na 是单调递增的 

有理数序列。另一方面，对任意的正整数 n 有 

( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 2 3
1! 2! ! 1 2 2 3 1 1 2 2 3 1na

n n n n n
= + + + + ≤ + + + + + ≤ + − + − + + − <

× × − −
   , 

即{ }na 是有界的。 

下面假设 lim nn
a

→∞
存在且为有理数，即 lim nn

pa a
q→∞

= = ，
p
q
为既约分数，把 na 写成 

( )
1 1 1 1 11 ,
1! 2! ! 1 ! !n na a b n q

q q n
  

= + + + + + + + = + >    +   


  , 

其中，
1 1 11
1! 2! !

a
q

= + + + +
 ，

( )
1 1 ,

1 ! !nb n q
q n

= + + >
+

 。上式两边乘以 !q 并取极限得 

( )( ) ( )( )( )
! 1 1 1! !

1 1 2 1 2 3
pqq a q a
q q q q q q q

= = + + + +
+ + + + + +


  

显然
!pq

q
和 !q a均为整数，而 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )2

1 1 1 1!
1 1 2 1 2 3 1 2

1 1 1 1 1
1 1 1

n

n q

q b
q q q q q q q q n

q qq q −

= + + + +
+ + + + + + + +

< + + + < ≤
+ + +







 

必为分数，矛盾。 
以上两个例子可以让学生认识到，单调有界的有理数序列的极限以及有界有理数集的上(下)确界可能

不是有理数。 
反例 3 有理数中的闭区间套定理不成立。 
取 

0 0 1 1

10 2 10 2 1 10 2 10 2 1
2 , 2 1, , , , , ,

10 10 10 10

n n

n nn na b a b a b
       + +          = = + = = = =       
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其中 [ ]⋅ 为取整函数。那么 { }: , 0,1, 2,n n nI x Q a x b n= ∈ ≤ ≤ = 构成了一个有理数中的闭区间套，其区间长

度 0n nb a− → ，并且满足 2 22, 2n na b< > 。 

假设存在 c Q∈ 为 nI 的唯一公共点，那么必有 2 2c < 或者 2 2c > 。利用类似于反例 1 中的讨论，若

2 2c < ，那么
( )

2

2

2min ,1 ,2
1
cc

c

  −  +  
 +   

中的全体有理数均为 nI 的公共点，同时与 nI 的区间长度趋于 0 矛盾；

若 2 2c > ，那么
( )

2

2

22,
1

cc
c

 −
− 

+  
中的全体有理数均为 nI 的公共点，同时亦与 nI 的区间长度趋于 0 矛盾。 

上述例子表明在有理数 Q 中，闭区间套可能不存在公共点。从这个反例的构造过程中可以看到产生

这一现象的原因是有理数集存在一些天然的“孔隙”，即无理数，这个例子可以使学生认识到闭区间套

定理也反映了实数的连续性。 
反例 4 有理数中的有界数列不存在收敛子列。 
依然选取反例 2 中的数列{ }na ，显然{ }na 是有界的有理数列，但是其任意子列均不在有理数中收敛。 
反例 5 有理数中一个不收敛的 Cauchy 列。 
依然选取反例 2 中的数列{ }na ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1 ,

1 ! 2 ! ! 1 1 2 1m na a m n
n n m n n n n m m n m

− = + + + ≤ + + + ≤ − >
+ + + + + −

  . 

易知{ }na 是有理数中的 Cauchy 列，但是其任意子列均不在有理数中收敛。 
在后续的分析学课程中，“Cauchy 列必为收敛列”这一性质也被称为“完备性”，以上两个例子说

明有理数集不满足致密性和完备性，即有理数中的有界序列或基本列不一定(即使是在取子列的意义上)
收敛于有理数，有理数存在“孔隙”。反例 2 和反例 4-5 可以使学生认识到实数连续性还意味着实数关

于取极限运算的封闭性。 
反例 6 有理数中有界闭区间的某个开覆盖不存在有限子覆盖。 
设区间 [ ]1,2I Q=  ，令 ( ) ( ){ }, : , 2 ,i i i i i i i i iH x r x r x I x r x r= − + ∈ ∉ − + 。由于 ix 取遍 I，那么开区间 

集 H 构成了 I 的一个开覆盖。下证 H 不存在 I 的有限子覆盖。假设 H H′ ⊂ 为 I 的子覆盖且 H ′中只有 n
个开区间，令 a 为其 2n 个端点中距离 2 最近的一个，那么 a 到 2 之间的所有有理数都没有被 H ′覆盖，

矛盾。 
满足有限覆盖性质的集合通常称为具有紧性，在后续的分析学课程中该性质往往用于实现从局部性

质到整体性质的过渡以及从有限维空间到无限维空间的过渡。以上例子通过“对于有理数中的有界闭区

间，其任意开覆盖不一定存在有限子覆盖”这一事实向学生展示了紧性也是实数连续性的一个重要刻画。 

3. 总结 

在实数连续性命题的教学中同时展示上述的一些反例可以使学生认识到即使有理数集这样的稠密数

集亦存在“孔隙”，连续性是实数特有的基本性质。在传统的教学中，教师往往更注重向学生展示证明

实数连续性命题的等价性以及所用到的“二分法”、“开覆盖的构造”等分析技巧，我们认为教师还应

通过反例教学法使学生明白不同的命题只是从不同角度刻画实数的连续性，其在公理系统中的作用是作

为基本工具在后续课程内容中发挥作用，从而帮助学生从总体上把控所学知识，消除初学时的恐惧心理。 
此外，教师还可以积极诱导启发学生在无理数集中构造相关的反例。数学研究很多时候是一个从“提

出猜测”到“尝试证明”或“通过反例证伪”再到“提出新的猜测”的循环。培养学生构造反例的能力
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不但有助于学生更加直观地理解抽象的数学命题，同时也将对培养学生的科学探索精神产生积极而深远

的影响。 
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