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摘  要 

在概率论的学习中，随机事件的独立性和互不相容性占有十分重要的地位，它们是两个不同的概念，容

易引起混淆并导致误解。但是，教师在教的过程中分析偏少，很少给出实际案例帮助学生理解；学生在

学的过程中只记住了定义，在实际应用中容易混淆两者并导致错误计算。本文全面分析了两者之间的区

别和联系，给出了若干命题，帮助学生多角度理解这些概念。最后以新型冠状病毒检测中的单检混检为

例，说明在概率计算中运用加法公式和乘法公式时应该注意的问题，帮助学生更好地应用这些概念。 
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Abstract 
The independence and exclusiveness of events plays an important role in probability theory, and 
they are two different concepts which are easy to cause confusion and misunderstanding. Howev-
er, teachers have analyzed little and seldom give practical scenarios to help students understand 
in the teaching. Students only remember the definitions when learning, but confuse them and lead 
to wrong calculation in practical application. This literature comprehensively analyzes the differ-
ences and relations between them, and gives some propositions to help students understand these 
concepts from multiple perspectives. Finally, we take one sample and mixed samples test for COVID 
19 as an example to explain the problems that should be paid attention to when applying addition 
formula and multiplication formula in probability calculation, which help students apply these 
concepts better. 
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1. 引言 

“概率论与数理统计”是一门研究随机现象及其统计规律的数学学科，它是高等院校理工科各专业

学生的必修课程，它就像高等数学、线性代数一样是一门工具学科，为学生学习其它专业课程做好基础

准备。但是它又区别于其它数学类课程，它兼具理论性、应用性、实践性与综合性，对培养学生的理性

精神、随机事件应对能力、数据处理与建模能力等方面起着十分重要的作用。 
“概率论与数理统计”分为两部分学习，第一部分是概率论，第二部分是数理统计，概率论是数理

统计的理论基础，数理统计是概率论的应用。本课程的一个重要目标是：培养学生用概率与数理统计的

数学思想分析问题和解决实际问题的能力。作者多年从事高校“概率论与数理统计”课程教学，发现在

教与学的过程中关于事件的独立性和互不相容性存在以下问题：教师教的过程中分析偏少，很少给出具

体的实际案例帮助学生理解；学生学的过程中只记了定义，在实际应用中又容易出错。因此，本文以新

型冠状病毒检测案例为例说明事件的独立性和互不相容性的差别与联系，帮助学生更好地理解和应用这

些概念。 
几乎所有的概率论与数理统计的教材都有事件的独立性和互不相容性的定义[1] [2] [3]。关于事件独

立性的教学方法有不少作者研究。张杰和王文杰[4]运用“形式阶段”理论探索了关于事件独立性的教学。

曹宏举等[5]为了改善课堂教学，讨论了谚语背后的事件独立性。罗羡华[6]讨论了随机事件独立性定义的

方式选择问题，分析了由两个事件到三个事件、由有限个事件到无限个事件的独立性概念的递推过程。

但是他们的讨论都集中在事件的独立性上。为了区分独立性和互不相同性，李超群和刘智慧[7]论述了事
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件的独立性和互不相容性的区别，并以掷骰子游戏为例说明事件的独立性和互不相容性。但是他们对独

立性和互不相容性的区别和联系分析偏少。本文以命题的形式具体给出了独立性和互不相同性的不同及

计算，且用学生更容易接受理解的实际案例说明事件的独立性和互不相容性。本文首先以命题形式介绍

事件的独立性和互不相容性的区别和联系，然后给出具体的例子，最后给出本文的结论。 

2. 事件的独立性和互不相容性 

在概率论中事件的独立性和互不相容性占有十分重要的地位，它们是两个不同的概念。我们先对要

教学的知识点进行数学分析，然后基于要讲解的事件独立性与互不相容性的特性，寻找当下学生们能感

知到的社会事件。将数学知识代入社会事件进行综合分析，便于学生的理解。 
定义 1 [1] [2] [3] (事件互不相容)设随机试验 E 的样本空间为 S， ( ), , 1, 2, ,kA B A k n= 

是 S 的子集，

即为 E 的随机事件。若 A B = ∅ ，则称 A 与 B 是互不相容的，或称之为互斥的，即指事件 A 与事件 B
不能同时发生。 

如果 1 2, , , nA A A 中任意两事件都是互不相容的，则称 n 个事件两两互不相容。 
定义 2 [1] [2] [3] (两个事件相互独立)设随机试验 E 的样本空间为 S， ,A B 是 S 的子集，即为 E 的随

机事件。若 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ，则称 A 与 B 为相互独立的事件。 
定义 3 [1] [2] [3] (多个事件相互独立)设随机试验 E 的样本空间为 S， 1 2, , , nA A A 是 S 的子集，即为

E 的随机事件。如果对于任意 ( )1k k n< ≤ ，任意 1 21 ki i i n≤ < < < ≤ ，具有等式 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2k ki i i i i iP A A A P A P A P A=  ，则称 1 2, , , nA A A 为相互独立的事件。 
通过以上的定义可以得出以下命题。 
命题 1 不可能事件∅与任意事件 A 互不相容；不可能事件∅与任意事件 A 相互独立；样本空间 S

与任意事件 A ( )A ≠ ∅ 相容；样本空间 S 与任意事件 A 相互独立。 
证明：易知 

A∅ =∅； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0P A P P A P A P∅ = ∅ = ⋅ = ∅ ； 

若 A ≠ ∅，则 SA A= ≠ ∅； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1P SA P A P A P A P S= = ⋅ =  

命题 2 如果两事件 A 与 B 相互独立，那么 A 与 B ， A 与 B， A 与 B 的每一对事件中的两个事件也

是相互独立的。 
证明：由概率的性质及 A 与 B 相互独立，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )1 ,

P AB P A AB P A P AB P A P A P B

P A P B P A P B

= − = − = −

= − =
 

所以，事件 A 与 B 相互独立。类似的可以证明 A 与 B 相互独立， A 与 B 相互独立。 
对命题 2 进行推广，若事件 1 2, , , nA A A 相互独立，则事件 1 2, , , nA A A ， 1 2, , , nA A A

中任意

( )2 2k k n≤ ≤ 个事件都相互独立。 
根据定义 1 可以看出，两个事件互不相容强调在一次随机试验中这两个事件不会同时出现，即要么

这两个事件都不出现，要么只出现其中一个事件。n 个事件两两互不相容强调在一次随机试验中这 n 个

事件中任意两个或两个以上事件都不会同时出现，即要么这 n 个事件都不出现，要么只出现其中一个事

件。 
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根据定义 2 看出，如果 A 与 B 为相互独立，若 ( ) 0P A > ，则 ( ) ( )|P B A P B= ，说明在给定信息 A
的情况下，B 的后验概率与其先验概率相同。进一步说明 A 与 B 可能出现在同一试验中，也可能不出现

在同一试验中，即 A 与 B 可能相容，也可能不相容。同理若 ( ) 0P B > ，则 ( ) ( )|P A B P A= ，有与上面相

同的结论。 
从上面的分析可以看出，A 与 B 互不相容指的是 A 与 B 两个事件不能同时发生，即 A 与 B 没有公共

的基本事件。A 与 B 相互独立，在 ( ) 0P A > 条件下指的是 B 的后验概率与其先验概率相同。 
例如设随机试验 E 为“在 4 张标有数字 1，2，3，4 的卡片中等可能的任取一张”设取到数字 1 或 2

的事件为 A，取到数字 3 的事件为 B，取到数字是 1 或 3 的事件为 C，则易见 
, ,AB AC= ∅ ≠ ∅  

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , 0, | 0,
2 4

P A P B P AB P B A= = = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , | ,
2 2 4 2

P A P C P AC P C A= = = =  

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), |P AB P A P B P B A P B≠ ≠ ，即 A 与 B 互不相容，但是 A 与 B 不独立；而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), |P AC P A P C P C A P C= = 成立，即 A 与 C 相容，A 与 C 独立。 
通过上面的分析可以得出以下的命题。 
命题 3 若 ( ) 0P A > 且 ( ) 0P B > ，则有 
1) 当 A 与 B 相互独立时，则一定有 A 与 B 相容； 
2) 当 A 与 B 互不相容时，则一定有 A 与 B 不独立。 
证明： 
1) 若 A 与 B 相互独立，则有 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= 。又因为 ( ) 0P A > 且 ( ) 0P B > ，所以 ( ) 0P AB > 。 
假设 A 与 B 互不相容，则有 AB = ∅，即得 ( ) ( ) 0P AB P= ∅ = 。这与上面的结论矛盾，因此假设不

成立，即 A 与 B 相容。 
2) 若 A 与 B 互不相容，则有 AB = ∅，即得 ( ) ( ) 0P AB P= ∅ = 。 
假设 A 与 B 相互独立，则有 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= 。又因为 ( ) 0P A > 且 ( ) 0P B > ，所以 ( ) 0P AB > 。

这与上面的结论矛盾，因此假设不成立，即 A 与 B 不独立。 
命题 4 若 1 2, , , nA A A 互不相容，则有 
1) ( )1 2 0nA AP A =

； 

2) ( )
11

n n

i i
ii

P A P A
==

 
= 

 
∑

。 

证明：略。 
命题 5 若 1 2, , , nA A A 相互独立，则有 
1) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2n nP PA A A A AP P A= 

； 

2) ( )
1 1

1 1
n n

i i
i i

P A P A
= =

   = − −    
 

。 

证明： 
1) 根据定义直接得出。 

2) 由对立事件的概率性质得，
1 1 1

1 1
n n n

i i i
i i i

P A P A P A
= = =

    
= − = −         

  

， 

因为 1 2, , , nA A A 相互独立，所以 1 2, , , nA A A
也相互独立。则有 
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( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

1 2
1

1 2

1

1 1 1

1

n

i n
i

n

n

i
i

P A P A P A P A

P A P A P A

P A

=

=

 
= 

 
= − − −

 = − 









 

所以， ( )
1 1

1 1
n n

i i
i i

P A P A
= =

   = − −    
 

成立。 

基于以上分析，我们选择以当下与所有人息息相关的新冠疫情为依托，寻找用到以上知识点的具体

案例。我们研究后发现大面积核酸检测时的单检和混检就用到了上述知识点，接下来我们结合核酸检测

的实际情况进行具体分析。 

3. 新冠肺炎病毒单检混检的概率计算 

自 2019 年底发现新冠肺炎病毒，到 2020 年 3 月新冠肺炎疫情全球爆发，到现在新冠肺炎病毒仍然

在全世界范围内蔓延，这给人类生命安全带来了巨大威胁。疫情尚未结束，防控仍在进行，到目前为止，

我国抗击疫情的政策和措施十分有效且高速，取得了疫情防控的初步成效。其中新冠病毒核酸筛查是确

认新冠病毒的重要手段，也是患者确诊的重要流程之一。核酸检测分为单样检测(简称单检)和混样检测(简
称混检)。根据国务院应对新型冠状病毒肺炎疫情联防联控机制医疗救治组给出的指导意见，在人群总体

阳性率较低(低于 0.1%)时混检更为适宜。 
为此，给出一个实际的例子。在一个人数很多的团体中(例如某所大学、某个小区)检测新冠肺炎病

毒感染情况，为此要检测 N 个人。可以用两种方法进行：1) 每个人分别取验咽拭子样本，这就需要检验

N 次；2) 按 k 个人一组进行分组，把 k 个人的咽拭子采样混合在一起进行检验，如果这混合样本呈阴性

反应，就说明这 k 个人的咽拭子样本都呈阴性反应，这 k 个人就只需验一次。若呈阳性，再对这 k 个人

分别进行化验。这样，k 个人总共需要化验 1k + 次。 
例 1 假设每个人化验呈阳性的概率为 0.05%p = ，且这些人的试验反应是相互独立的。假设按 15k =

人一组进行检验，求一组中检测出新冠肺炎病毒的概率是多少？ 
错误解法： 

令事件 { }, 1, 2, ,iA i i N= = 个第 人感染 ，事件 { }B = 一组中检测结果呈阳性 。那么 

( ) 0.05%iP A p= = ，
1

k

i
i

B A
=

=


，则 

( ) ( )
11

15 0.05% 0.75%.
k k

i i
ii

P B P A P A
==

 
= = = × = 

 
∑

 

学生在计算过程错误的原因有两种：1) 认为每个人的试验反应是相互独立，那么它们一定是互斥的，

直接应用加法公式；2) 认为计算和事件的概率就直接等于概率之和，没有思考等式成立的条件。 
事实上，虽然每个人的试验反应是相互独立的，但是可以出现两个或两个以上样本都是阳性的。因

此，在计算过程中最好利用命题5解答。 
正确解法： 

( ) ( )

( ) ( )
1 1

15

1 1

1 1 0.05% 1 1 0.05%
0.00747 0.747%.

k k

i i
i i

k

P B P A P A
= =

   = = − −    

= − − = − −

≈ =
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从上面的分可以看出，当 1k = 时， ( ) 0.05%P B = ，即单检虽然概率较低，但是检测效率不高；当

50000k N= = 时， ( )P B 几乎就是 1，即将全体混检，检测结果为阳性的概率几乎为 1，这样的检测没有

实际意义。因此，需要选取适当的 k，使得检测效率较高且保证检验的有效性。 
经过上述分析，国家核酸检测和大面积筛查时，有效使用了数学工具，提高了工作效率。学生学习

时更有画面感和思维代入感，可以提高知识传递的有效性。 

4. 结论 

在教学过程中，我们采用以下几步进行教学研究，即教学知识点的梳理、知识点与社会事件的关联

分析、结合社会事件代入数学知识综合分析教学。本论文结合新冠疫情对概率论中事件的独立性和互不

相容性知识点进行了讲解，经过教学实践，课堂效果良好，学生既掌握了数学知识，也对我国科学防疫

有了更深层次的认知。 
通过课程学习，学生深刻理解了两个事件 A 与 B 互不相容指的是 A 与 B 不能同时发生，即 A 与 B

没有公共的基本事件；A 与 B 相互独立，在 ( ) 0P A > 条件下指的是 B 的后验概率与其先验概率相同。因

此，两个事件互不相容和相互独立是两个不同的概念，它们在概率的计算中有不同的作用。 
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