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摘  要 

几何内容的学习长期以来都是存在一定的难度和挑战性的，这是因为几何具有一定的抽象性和严密的逻

辑性，学生常常对一些几何证明题感到困难，而如何提升学生的几何思维水平一直是一个热门话题。荷

兰范希尔夫妇提出的范希尔理论在几何教学领域有着广泛的影响，其核心内容之一的几何思维的五个水

平，对于教师课程的开展具有重要的借鉴意义。因此，本文以“圆周角定理”的教学为例，讲述如何基

于范希尔理论的五个水平来依次提升学生的几何思维水平。 
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Abstract 
The learning of geometric content has long been difficult and challenging, because geometry has a 
certain abstraction and strict logic, students often feel difficult on some geometric proof problems, 
and how to improve students’ geometric thinking level has always been a hot topic. The Van Hill 
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theory proposed by the Dutch Van Hill couple has a wide influence in the field of geometry teach-
ing, and one of its core contents, the five levels of geometric thinking, has important reference sig-
nificance for the development of teacher courses. Therefore, this paper takes the teaching of the 
“circumferential angle theorem” as an example to describe how to improve students’ geometric 
thinking level based on the five levels of Van Hill theory. 
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1. 引言 

“圆周角定理”的内容具有一定的抽象性，对逻辑思维能力有一定的要求，在整个教材中具有承上

启下的重要作用，在学习过程中可以有助于提高学生的几何思维水平。而几何思维水平的提高并非一蹴

而就的，需要教师意识到“数学教学不仅要使学生掌握知识，而且要使学生掌握思想方法，发展思维品

质”“教学要关注过程”等等[1]。本文将通过范希尔理论的五个水平依次展开说明，将“圆周角定理”

中的几个教学片段与范希尔理论的五个水平相对应，循序渐进地设计“圆周角定理”的教学过程，激发

学生的逻辑思维，并最终实现学生几何思维水平的提升以及促进学生的全面优质发展。 

2. 范希尔理论概述 

范希尔理论是范希尔夫妇在皮亚杰认知理论的基础上，结合自身长期教学实践总结出来用来刻画学

生几何思维水平的理论，它在几何教学领域有着广泛的影响。 
范希尔理论的核心内容有两个，一是几何思维的五个水平，二是与之对应的五个教学阶段。其中的

五个水平由低到高依次是：视觉水平、分析水平、非形式化的演绎水平、形式化的演绎水平、严密性水

平[2]。而与之相对应的五个教学阶段是：学前咨询阶段、引导定向阶段、阐明阶段、活动阶段以及整合

阶段[3]。范希尔认为几何思维水平的发展是具有顺序性的，五个水平是既不能被跳跃，也不能被调整次

序，学生必须达到前一水平才能通过教育进入后一水平[4]。 
因此，教师在培养与训练学生几何思维的过程中，可以按照范希尔理论的五个水平之间的层次来设

计教案并展开教学活动，使得学生对几何的学习拥有更多的好奇心与信心，并提升学生的几何思维水平。 

3. 范希尔理论的具体运用 

本文选取的是浙教版九年级数学上册第三章“圆的基本性质”第五节内容——“圆周角定理”，这

节内容是提升几何思维水平的重要环节。从圆中抽象出圆心角与圆周角之间的数学关系，将两者紧密联

系起来，便于学生加强对圆的基础的学习，同时也为圆内接四边形的学习打下基础。 

3.1. 在分类中激活视觉水平，在描述中过渡到分析水平 

范希尔理论认为处于视觉水平的学生能够通过图形的整体轮廓进行辨认，能够通过画图进行模仿，

使用标准或者不标准的名称描述几何图形。而处于分析水平的学生能够分析图形的基本特征，了解图形

的定义[5]。学生在学习“圆周角定理”这节课之前，已经学习过了圆的基本内容以及圆心角部分内容，
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对圆的认识已经达到了一定的视觉水平，能够通过细节进行比较分类，以激活学生的原有视觉水平。而

在学生直观分类后，教师可以引导学生认识新的知识——圆周角，并根据图形的基本特征描述图形的概

念，从而使得学生的几何思维水平由视觉水平过渡到分析水平。 
【片段 1】观察图形，直观分类，探究特征，构建概念 
课件出示：(图 1) 

 

 
Figure 1. Comparative classification chart of circumferential angles 
图 1. 圆周角的比较分析图 

 
师：老师在黑板上画了 5 个图形，请同学们观察一下，它们有什么异同点？ 
生 1：它们都是一个圆和两条直线。 
生 2：它们的交点位置不同。 
师：那能将这 5 个图形进行分类吗？ 
生：将图①分一类，它的交点在圆心，出现了圆心角；图②、图③分为一类，它的交点在圆上；图

④、图⑤分为一类，它的交点既不在圆心也不在圆上。 
师：今天这节课我们就来认识图②、图③，它们所形成的角叫圆周角。那什么是圆周角呢？ 
生：圆周角是圆上有一点，过这个点有两条直线与圆相交所形成的角。 
师：我们用研究数学语言可以这么定义：圆周角是指顶点在圆上，且两边和圆相交的角。 
【思考】教师让学生观察比较上述 5 个图形，由于学生在这之前已经学习了圆心角，对图形有一定

的概念，能够区分出图①和图④、图⑤。教师需要引导学生发现新的内容，对圆周角组成的基本要素有

一定的认识，能够模仿画出图形。学生在找到图形的不同点后，尝试给出圆周角的定理，教师在过程中

帮助学生构建圆周角的概念，为进一步学习圆周角部分的内容提供学习素材。 
上述过程中，学生对圆周角有了一定的直观感知，通过之前所学的圆心角，激发了对原有图形的几

何思维水平——视觉水平，在观察比较中能够模糊地感知圆心角与圆周角之间的区别。区分出上述图形

的异同点，归纳出圆周角的基本要素与特征，根据特征构建圆周角的概念，是学生能够达到分析水平。 

3.2. 关联中提升到非形式化的演绎水平 

范希尔理论认为，处于非形式化的演绎水平的学生能够理解图形性质之间的关联，有能力进一步探

究图形之间的内在属性与关联关系。在学生了解圆周角的定义之后，教师可以通过将圆心角与圆周角放

在同圆等弧之中，让学生对两者之间的内在属性进行关联，从而使得学生的几何思维水平由视觉水平、

分析水平提升至非形式化的演绎水平。 
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【片段 2】操作感知，相互关联(图 2) 
 

 
Figure 2. Plot of the relationship between the 
central angle and the circumferential angle 
图 2. 圆心角与圆周角之间的关系图 

 
师：我们将圆心角与圆周角放在同一个圆上，并且它们所对的弧相同。那么同学们你们觉得圆心角

与圆周角之间有什么关系呢？(引导学生可以通过量角器测量圆心角与圆周角的度数) 
生：圆周角的度数等于圆心角度数的一半。 
师：那如果角的位置与度数都发生变化，那么上述结果还存在吗？(引导学生自主多次画图并测量不

同情况下角的度数) 
生：仍然成立！ 
师：经过大家的测量，我们可以猜想得到：圆周角的度数等于它所对弧上的圆心角度数的一半。我

们将这个定理称作“圆周角定理”。 
【思考】教师引导学生发现圆心角与圆周角之间存在的数量关系，让学生自己画图、动手测量圆心

角与圆周角的度数，在学生自己操作感知的过程中，将看似无关的两个数学元素相互关联起来。教师再

进一步引导学生猜想得到圆周角定理，提升学生在几何方面的演绎水平。 
上述过程中，学生多次画图、测量度数、合理猜想，理解同圆等弧所对的圆心角与圆周角之间的关

联，最终得到圆周角定理。在这一教学片段过程中，能够促使学生对圆周角的认知水平由视觉水平、分

析水平提升至非形式化的演绎水平。 

3.3. 严谨证明下达到形式化的演绎水平 

范希尔理论认为，处于形式化的演绎水平的学生能够用演绎推理的形式证明几何问题，有能力根据

已有知识对陌生或多种情况的几何问题进行证明。在这之前，学生已经初步猜想得到了圆周角定理，那

么接下来就需要对定理进行严谨地证明。在教师的教学辅助下，使学生的几何思维水平由非形式化的演

绎水平提升至形式化的演绎水平。 
【片段 3】演绎推理，证明定理 
师：我们已经猜想得到了圆周角定理，那么我们如何对此进行严谨地证明呢？ 
生：圆心角与圆周角之间有多种情况，要分类证明？ 
师：那么究竟有几种不同的情况呢？大家先自己画图进行分类吧。(学生自主进行分类) 
生 1：2 种。 
生 2：3 种。 
师：究竟有多少种呢？让我们通过软件进行动态的演示，看看到底是 2 种还是 3 种。(教师展示几何

画板中的动态过程)我们发现一共有 3种情况，分别是圆心O圆周角 BAC∠ 的一边 AB 上，在圆周角 BAC∠

的内部以及在圆周角 BAC∠ 的外部。那么我们需要对每一种情况都进行证明。首先是第一种情况，它相
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对来说比较简单，大家尝试用已有的知识进行证明吧。 
教师在黑板上画出第一种情况的图形，见图 3： 

 

 
Figure 3. The first case 
图 3. 第一种情况 

 
(学生进行自主证明) 
师：很好，大多数同学已经证明出来了，那么老师在黑板上将第一种证明的过程完整讲述，大家看

看是否和老师的想法一致。(教师进行板演)那么同学们再尝试一下对第二种情况的证明。 
(学生进行自主证明) 
师：好，那么我们来看看如何进行证明，我看同学们很多都是通过遮挡法来进行证明的，那么我们

请一位同学来讲解一下。 
教师根据学生的表达操作演示，见图 4： 

 

 
Figure 4. The blocking method of the second case 
图 4. 第二种情况的遮挡方式 

 
师：我们是不是发现第二种情况就是和第一种情况类似，分两部分进行证明。那么同学们再看看第

三种情况，是不是也是同样的道理。请同学们自主进行证明。 
…… 

【思考】学生探索分多少“类”进行讨论，教师鼓励学生通过已有的知识对圆周角定理的三种情况

进行证明，从而巩固加深对圆周角定理的理解，使得学生通过演绎推理的方式提高自身的几何思维水平。 
上述过程中，学生自主证明圆周角定理，教师在此过程中起到辅助作用，帮助学生进行完整地分类

讨论、通过添加辅助线完成证明。在这样的学习过程中，学生对知识的认识与理解由非形式化的演绎水

平提升至形式化的演绎水平。 

3.4. 在试题中冲刺严密性水平 

范希尔理论认为，处于严密性水平的学生能够在新定义的几何试题背景下，严谨地证明或解决数学

问题。在这一阶段之前，学生已经熟练掌握圆周角定理的内容与证明，达到了几何思维水平中的形式化

的演绎水平。在此之后，教师需要通过给学生一定的试题，让学生在新的几何试题背景下，尝试灵活运
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用与结合圆周角定理的相关内容来证明或解决相关的数学问题，继而使得学生的几何思维水平由形式化

的演绎水平提升至严密性水平。 

4. 结语 

教师要秉承“学生为主体”的教育理念，合理设计教学方案，保证课堂教学质量，提升学生的几何

思维水平。而如何提升学生的几何思维水平、如何通过教学锻炼学生几何思维的敏锐性、严谨性与逻辑

性，这些都是众多教师应当思考的重要问题。本文对范希尔理论以及其几何思维的五个水平：视觉水平、

分析水平、非形式化的演绎水平、形式化的演绎水平和严密性水平，进行了简要的介绍。而后基于范希

尔理论中的几何思维的五个水平依次讲解，通过一些教学片段的展示来阐述如何依次提升学生的几何思

维水平，帮助学生实现不同思维水平之间的过渡，在教学实践中使得学生一步步接触到严密性水平，激

发学生对几何学习的兴趣与信心。 
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