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摘  要 

在《概率论与数理统计》课程的教学中，二维连续型随机变量的相关知识的教学是一个重要的内容，而

其中边际密度以及两个随机变量和的密度函数的求解问题是重点和难点问题，本文利用数形结合的思想，

用一幅坐标图轻松的解决了这个问题。结果表明数形结合法是一个有效的解决此类问题的方法。 
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Abstract 
In the teaching of probability theory and mathematical statistics, the teaching of relevant know-
ledge of two-dimensional continuous random variables is an important content, in which, the so-
lution of marginal density and the density function of the sum of two random variables is a key 
and difficult problem. In this paper, the combination of figure and chart which only use a pair of 
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coordinates is proposed to solve this problem. The results show that the combination of figure and 
chart is an effective method to solve such problems. 
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1. 引言 

《概率论与数理统计》是我国各大高校中理、工、管理类等各专业的最重要的数学基础课之一，学

好这门课程可以为学生的后续学习和研究工作打下良好的基础。但是，本门课程也是大学生普遍反应比

较难学的一门课程，有些学生虽然理解了一些基本概念并记住了相应的公式，但是在具体求解题目时，

由于不注重解题方法而得到错误的答案。而二维连续型随机变量的边际密度以及两个随机变量和的密度

函数的求解问题，是一类典型的易错问题，也是《概率论与数理统计》教学中的一个难点问题[1]，主要

体现在积分限和所求函数的非零区间的确定上。 
数形结合法[2]-[7]是数学教学中的一种重要思想方法。该方法将数学问题和图形有效结合，将抽象的

难以理解的问题图形化、直观化，使所求解问题简单形象易懂，从而可以使学生直观地解决数学问题，

更好的理解其中的数学思想和方法。因此，将数形结合的思想和方法应用于数学教学中，可以使学生更

好的学，使老师更容易的教。本文通过几个具体的例子，运用数形结合的方法求解边际密度以及随机变

量和的密度的求解问题。事实上，作者在《概率论与数理统计》课堂教学中多次使用该方法，而广大学

生能很快掌握此方法解决此类问题，作者认为此方法值得推广。 

2. 用数形结合法求解二维连续型随机变量的边际密度函数的问题 

二维连续型随机变量的边际密度问题的一般提法为：设二维连续型随机变量(X, Y)的联合密度函数为

f(x, y)，求(X, Y)的边际密度函数 fX(x)和 fY(y)。此问题可以用如下两个公式求解 

( ) ( ), dXf x f x y y
+∞

−∞

= ∫ ， ( ) ( ), dYf y f x y x
+∞

−∞

= ∫  

这个问题的公式比较简单，但是在具体题目中，由于联合密度函数 f(x, y)一般只在某个区域上非零(记
此非零区域为 D)，所以求得的两个边际密度函数 fX(x)和 fY(y)一般是分段函数。此时，分段函数的非零区

间以及对应的积分的上限和下限比较难确定，这也是学生在学习中容易出错的地方。利用数形结合法可

以很容易的解决这个难点问题。下面我们结合几个例子说明如何用数形结合法求解此类问题。 
例 1. 设二维连续型随机变量(X, Y)的联合密度函数为 

( ) 1, 0 1,0 2
,

0,
x y x

f x y
≤ ≤ < <

= 
 其它

 

求随机变量 X 和 Y 的边际密度函数 fX(x)和 fY(y)。 
分析：此问题是比较典型的边际密度问题的题型。由于在联合密度函数 f(x, y)中，明确告知了 x 和 y
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的范围，一般来说，同学们在求解 X 的边际密度时不容易出错，即可以直接得出 fX(x)的非零区间为 0 ≤ x  

<  1 ，此时关于 y 的积分 ( ), df x y y
+∞

−∞
∫ 对应的积分上限 和下限也分别是 0 和 2 x ，即有

( ) ( )
2

0

, d , d
x

f x y y f x y y
+∞

−∞

=∫ ∫ 。但当求解 Y 的边际密度函数 fY(y)时，同学们常常会犯错误，将 fY(y)的非零区

间直接写为 0 ≤  y < 2x，而关于 x 的积分 ( ), df x y y
+∞

−∞
∫ 的积分上限和下限直接写为 0 和 1，即

( ) ( )
1

0

, d , df x y y f x y y
+∞

−∞

=∫ ∫ 。错误的主要原因可以归结为对函数的概念和积分的应用的错误理解上。由于 

联合密度函数函数 f(x, y)完全已知，所以 fY(y)一定是一个确定的函数，因此在其非零区间的取值范围中，

不应该含有另一个自变量 x；而当正确给出非零区间的范围后，关于 x 的积分限是由 f(x, y)的非零区域给

定的，此时应该和 y 有关系，故不应该是 0 和 1 的积分上限和下限.实际上，两个边际密度函数非零区间

以及对应的积分的上限和下限都是由联合密度函数 f(x, y)的非零区域确定的。利用数形结合法可以将此问

题简单化、直观化。 
解：先求 X 的边际密度函数，由公式可得 

( ) ( ), dXf x f x y y
+∞

−∞

= ∫  

为了求此积分，绘制关于 f(x, y)的如下图形。如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Graph used to calculate fX(x) 
图 1. 求 fX(x)所用图形 

 
图中的三角形区域就是 f(x, y)的非零区域。从图中可以看出，整个 x 轴被分成三段，x < 0，0 ≤ x ≤ 1

和 x > 1。且当 x < 0 或者 x > 1 时，对于任意固定的 x 的值，f(x, y) = 0。当 0 ≤ x ≤ 1 时，对任意固定的 x，
f(x, y)关于自变量 y 为一个分段函数， 

( )
0, 0

, 1, 0 2
0, 2

y
f x y y x

y x

<
= < <
 ≥

 

因此有：当 x < 0 或者 x > 1 时 

( ) ( ), d 0d 0Xf x f x y y y
+∞ +∞

−∞ −∞

= = =∫ ∫  
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当 0 ≤ x ≤ 1 时 

( ) ( )
0 2 2

0 2 0

, d 0d 1d 0d 1d 2
x x

X
x

f x f x y y y y y y x
+∞ +∞

−∞ −∞

= = + + = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

所以，X 的边际密度函数为 

( ) 2 , 0 1
0,X

x x
f x

≤ ≤
= 
 其它

 

下面用数形结合法求 Y 的边际密度函数。绘制如图 2 所示的图形。 
 

 
Figure 2. Graph used to calculate fY(y) 
图 2. 求 fY(y)所用图形 

 
从图中可以看出，整个 y 轴被分成三段，y < 0，0 ≤ y ≤ 2 和 y > 2。且当 y < 0 或者 y > 2 时，对于任

意固定的 y 的值，f(x, y) = 0。当 0 ≤ y ≤ 2 时，对任意固定的 y，f(x, y)关于自变量 x 为一个分段函数， 

( )
0,

, 1, 1
0, 1

x y
f x y y x

x

<
= < <
 ≥

 

因此，当 y < 0 或者 y > 2 时， 

( ) ( ), d 0d 0Yf y f x y y x
+∞ +∞

−∞ −∞

= = =∫ ∫  

当 0 ≤ y ≤ 2 时， 

( ) ( )
1 1

1

, d 0d 1d 0d 1d 1
y

Y
y y

f y f x y y x x x x y
+∞ +∞

−∞ −∞

= = + + = = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

所以，Y 的边际密度函数为 

( ) 1 , 0 2
0,Y

y y
f y

− ≤ ≤
= 
 其它

 

总结以上解题过程，为了得到两个边际密度函数的非零区间和积分的上、下限，只需要将 f(x, y)的非

零区域表示为两种不同的形式即可。由图 1 可以看出，可以将三角形的非零区域表示为 
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{ }0 1,0D x y x= ≤ ≤ < < ，而 0 ≤ x ≤ 1 对应 fX(x)的非零区间，0 < y < x 对应积分的上下限。由图 2 可得，

三角形非零区域表示为 { }0 2, 1D y y x= ≤ ≤ < < ，而 0 ≤ y ≤ 2 对应 fY(y)的非零区间，y < x < 1 对应积分的

上下限。 
通过例 1，我们看到，利用数形结合法，可以将复杂的积分问题，运用绘制坐标图的方法轻松而快

速的找到解决方案。下面再看一个更复杂的例题。 
例 2. 设二维连续型随机变量(X, Y)的联合密度函数为 

( ) , 2
, 2

0,

x y x y
f x y

 < < −= 
 其他

 

求随机变量 X 和 Y 的边际密度函数为 fX(x)和 fY(y)。 
分析：此问题中没有明确的告诉大家自变量 x 和 y 的边界值，使得问题的求解更加复杂。下面我们

利用数形结合法解决此问题。 
解：将联合密函数 f(x, y)的非零区域表示在图 3 的坐标系中。 

 

 
Figure 3. Graph used for finding fX(x) 
图 3. 求 fX(x)所用图形 

 
由图 3 知，f(x, y)的非零区域可以表示为 

0 1 1 2
2 2

x x
x y x x y x
< < ≤ < 

+ − < < − < < − 
 

所以 X 的边际密度函数为 

( ) ( )

2

22

2

d , 0 1
2 , 0 1

, d 2 , 1 2
d , 1 2

0,2
0,

x

x
x

X

x

x y x
x x

f x f x y y x x xx y x

−+∞
−

−∞
−


< <  < < = = = − ≤ < 
≤ < 




∫

∫ ∫ 其它

其它

 

同样的方法，可以将联合密函数 f(x, y)的非零区域表示在图 4 的坐标系中。 
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Figure 4. Graph used to calculate fY(y) 
图 4. 求 fY(y)所用图形 

 
由图 4 知，f(x, y)的非零区域可以表示为 

1 0 0 1
2 2

y y
y x y y x y
− < < ≤ < 

+ − < < + < < − 
 

所以 Y 的边际密度函数为 

( ) ( )

2

2

d , 1 0
2 1 , 1 0

, d 1 , 0 1
d , 0 1 0,2

0,

y

y

y
Y

y

x x y
y y

f y f x y y y yx x y

+

−+∞
−

−∞


− < <

+ − < <
 = = = − ≤ < 

≤ < 




∫

∫
∫ 其它

其它

 

由以上 2 个例题可以看出，利用数形结合法可以直观、快速的确定边际密度中的函数的非零区间和

积分限。 

3. 用数形结合法求解二维连续型随机变量和的密度函数的问题 

在二维连续型随机变量的教学中，随机变量和的分布的求解问题是重要的问题之一，也是学生比较

容易出错的一个知识点[1]。此问题的一般提法是： 设二维连续型随机变量(X, Y)的联合密度函数为 f(x, y)，
求 Z = X + Y 的密度函数 fZ(z)。此问题可以用如下两个公式进行求解， 

( ) ( ), dZf z f x z x x
+∞

−∞

= −∫ ， ( ) ( ), dZf z f z y y y
+∞

−∞

= −∫  

和的密度函数的求解的难点也是容易出错的地方也是 fZ(z)的非零区间以及对应的积分限的确定。通

过下面的例题，我们可以看到这个问题可以轻松的被解决。 
例 3. 设二维连续型随机变量(X, Y)的联合密度函数为 

( ) 1, 0 1,0 2
,

0,
x y x

f x y
≤ ≤ < <

= 
 其它

 

求 Z = X + Y 的密度函数 fZ(z)。 

解：利用公式 ( ) ( ), dZf z f x z x x
+∞

−∞

= −∫ 求解此问题。 
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其中 ( ) 1, 0 1, 3
,

0,
x x z x

f x z x
≤ ≤ < <

− = 
 其它

 

将此函数的非零区域表示在图 5 的坐标系中。 
 

 
Figure 5. Graph used for finding fZ (z) 
图 5. 求 fZ(z)所用图形 

 
由图 5 知，f(x, z−x)的非零区域可以表示为 

0 1 1 3
3 3 1

z z
z x z z x

≤ ≤ < ≤ 
+ < < < < 

 

所以 Z 的密度函数为 

( ) ( )
3

1

3

21d , 0 1 , 0 1
3

, d 1 , 1 31d , 1 3 3
0,0,

z

z

Z

z

zx z z

f z f x z x x z zx z

+∞

−∞

 ≤ ≤ ≤ ≤ = − = =  − < ≤< ≤ 
 



∫

∫ ∫
其他其他

 

4. 总结 

从以上三个例题中可以看出，在《概率论与数理统计》的教学中，利用数形结合的思想可以将教学

中的难点问题、复杂问题图形化、简单化、直观化，从而可以使同学们更加轻松的掌握解决这类问题的

方法，有效提高学生的学习效率，提升教学效果。 
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