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摘  要 

教学是高等学校发展的生命线，它决定我国高等教育培养学生的质量。在我国高等教育日益规模化和教

学内容不断深入的今天，如何提高教学质量是一个值得关注的问题。为此，本文通过高等数学中的几个

有趣数学问题探讨大学课程的问题驱动化教学模式，以提高学生对难度大、内容抽象课程的学习兴趣，

提高大学课程的教学质量。 
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Abstract 
Teaching is a lifeline of higher education of China. It determines the quality of talent training qual-
ity of higher education in China. For the increasing scale of higher education and deeper and dee-
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per of content of courses, how to improve the quality of teaching is a focus problem. Therefore, 
this paper discusses the problem-driven teaching technology of university courses through sever-
al interesting mathematical problems in advanced mathematics, so as to improve students’ inter-
est for difficult and abstract courses and improve the teaching quality of university courses. 
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1. 引言 

如果说科学可以改变世界，那么数学可以改变科学，因为数学是一切自然科学的基础。数学王国博

大精深，奥妙无穷，每一个对数学有深入研究的人无不为其魅力着迷。然而数学并不好学，特别是高等

数学。那么，如何才能提高高等数学[1]的学习兴趣和学习效率呢？ 
显然，要想学好高等数学，就必须深刻领会和掌握有关的数学概念。众所周知，每一个数学概念的

产生几乎都要经历一场波澜壮阔的数学进化史，如极限、积分等。要想深入理解和掌握这些数学概念，

就必须对其产生的根源和相关性质进行深刻剖析，通过问题提出概念和想法。只有这样才能把握高等数

学的精髓和内涵，从而对其有深刻的理解，并能运用自如。 
国内高校的高等数学教科书往往对高深的数学概念直接引入[2] [3]，接着就是相关的性质及应用

等。如果完全按照教科书中提供的内容给学生讲解，很多内容就会捉摸不透。比如自然常数 e 是高等

数学中一个特别重要的数，甚至超过圆周率。很多人在初次接触时会有很多疑惑：这么重要的一个数

是怎么来的？它有什么具体的含义？只有把这个问题搞懂了，探讨这个常数的性质才能引起学生的兴

趣。 
实际上，自然常数 e 是从十七世纪中叶著名数学家雅各布·伯努利提出的一个经济学问题中引申出

来的。考虑如下银行复利问题：一个人在银行存了 1 元钱，年利率是 100%。不考虑其他扣费，一年后的

收益为： 

( )1 1 100% 2× + = 元。 

考虑到利息滚动，就将利息结算缩短时间定为半年，半年的利率为一年的一半。不考虑其他扣费，

一年后的收益为： 

( )21 1 50% 2.25× + = 元。 

在此基础上，再将利息结算时间调整为一个月。月利率为 1/12。不考虑其他扣费，一年后的收益为： 

( )121 1 1 12 2.61× + = 元。 

进一步，将利息结算时间调整为一周。一年 52 周，每周的利率为 1/52。不考虑其他扣费，一年后的

收益为： 

( )521 1 1 52 2.69× + = 元。 
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由此，将一年分为 n 个等长的时间段，n 为利息复利次数，每一时间段的利息则为 1/n。那么一年后

的收益为： 

( )1 1 1 .nn× +  

我们的问题是：如果复利次数 n 变得无限大，那么收益是否也变得无限大？这就是雅各布·伯努利

提出的问题。他试图求解，但没有成功。半个世纪后，著名数学家欧拉成功地解决了这个问题。结论是：

当 n 趋近于无穷大的时候， ( )1 1 1 nn× + 趋于一个常数，它等于 2.71828…。这是一个无限不循环小数。为

方便，他用字母 e 表示。随着研究的深入，这个常数在数学和物理学中得到了广泛的应用，以至于后来

成为最常用和最有用的数字之一，所以称作自然常数。 
如在高等数学教学中，将自然常数 e 的上述产生过程对学生加以引荐，无疑在讨论自然常数性质和

应用的时候，会极大提高学生的学习兴趣并加深对自然常数的理解。 
基于此，我们借助高等数学中几个有趣的数学问题引入问题驱动化教学模式，以提高大学有关课程

的教学水平。 

2. 主要结论 

问题驱动化教学是一种基于学生需求和问题的教学方法，其核心是以问题为引导，激发学生的自主

学习和创新能力。该教学法强调教师提出现实生活中的问题，并引导学生自主寻找问题答案，培养学习

者探究、发现和解决问题的能力。在这种教学法中，学生将会面临真实和具体的问题场景，并尝试去质

询、研究、分析和解决这些问题。教师可以根据学生的兴趣点来选定问题，鼓励学生自主提出问题并进

行讨论和解决。通过这种讨论和解决问题的过程，学生不仅掌握相关的知识，同时也增强了解决问题的

能力和自信心。问题驱动化教学的实施可以激发学生的学习兴趣，促进批判性思维和创新力的开发。下

面借助高等数学中几个有趣的数学问题引入问题驱动化教学模式，以提高大学有关课程的教学水平。 
众所周知，实数分为有理数和无理数。有理数是指可以表示成分数或无穷循环小数的实数。自然，

凡是不能表示成这种形式的实数称为无理数。但有理数这一名称不免叫人费解：有理数比别的数更有道

理？事实上，这是翻译上的一个失误。有理数一词来自西方，在英语中是 rational number，rational 通常

的含义是“理性的”。因此，中国数学家在翻译西方科学著作时，就把它译成了“有理数”。但这个词

来源于古希腊，其英文词根为 ratio，就是比率的意思。所以这个词就是整数“比”的意思。与之相对，

无理数就是不能精确表示为两个整数比的数，而并非没有道理。 
有理数集是整数集的扩张，它包含整数和分数。显然，任何一个分数都可以化成循环小数。那么，

一个无穷循环小数是否也能化成分数？答案是肯定的，因为中小学的数学教科书中就将有理数定义为无

穷循环小数。那么，如何将一个无穷循环小数转化为分数？下面通过具体例子进行说明。 
考虑无穷循环小数 

0.618 0.618618618 .=� � � �  

显然，它可以表示成等比级数的形式 
3 60.618 0.618 0.618 10 0.618 10 .− −= + × + × +� � � �  

根据等比级数的性质， 

3

0.618 6180.618 .
9991 10−= =

−
� � �  

这就是无穷循环小数的分数表示。利用该证明过程，可得到一个很有趣的结论：1 0.9= � 。 
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由此，通过对有理数两种等价形式的相互转化问题的探讨，可以加深对有理数的理解，并得到一些

有趣的结论。这无疑会提高学生的学习兴趣。 
再考虑另一个问题。根据高等数学中极限的定义和性质，若数列 { }kx 收敛，则该数列有界，且

( )1lim 0k kk
x x+→∞

− = 。如果课堂上对收敛数列的探讨仅限于此，那么学生对收敛数列的特征提取就不彻底，

学生对收敛数列的概念就不是很清晰。为此，我们提出如下问题：如果数列{ }kx 有界，且 ( )1lim 0k kk
x x+→∞

− = ，

它收敛吗？若不收敛，这样的数列有什么性质？ 

答案是：满足上述条件的数列{ }kx 未必收敛，其聚点充满区间 lim liminf , supk kk k
x x

→∞ →∞

 
  

。 

反例一：基于级数 1 1 1 11
2 3nS

n
= + + + + + →∞� � 构造如下数列： 

1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 11, 1 , 1 , 1 , 1 ,
2 2 3 2 3 4 2 3 4 5

a a a a a= = − = − − = − − − = − − − + �  

即从 1 开始，依次减去自然倒数列中的项直至其 0≤ ，然后在此基础上依次加剩余的自然倒数列直至

其 1≥ 。由于 1
nS 发散到∞，故该过程是可行的。 

对数列{ }ka ，由于1 0n → ，故该数列有界且满足 

( )1lim 0.k kk
a a+→∞

− =  

显然，数列{ }ka 的聚点充满 [ ]0,1 区间。 
下面的例子也是一个反例。考虑数列 

1 2 2 1 1 2 3 4 41, , , , , , , , , ,
2 2 3 3 4 4 4 4 5

�  

容易验证，其该数列满足 

( ] 1
10,1 , 0k k kx x x
n+∈ − = →  

其聚点充满 [ ]0,1 区间。
 显然，在课堂教学中，通过上述反例，可以进一步加深学生对收敛数列的理解。 

最后考虑连续函数的性质。根据定义，对连续函数 :f → 和任意的 x∈和 0ε > ，存在 0δ > ，

使得 

( ) ( ) ( ), , .f y f x y N xε δ− ≤ ∀ ∈  

问题来了：设 :f → 为连续函数，序列{ }kx ，{ }ky 满足 

lim 0.k kk
x y

→∞
− =  

是否有 

( ) ( )lim 0k kk
f x f y

→∞
− = ？ 

答案是否定的。反例如下：令 ( ) 2f x x= ，并取数列
1

kx k
k

= + ，
2

ky k
k

= + 。则函数 f 和点列{ }kx ，{ }ky

满足题设条件。但在 k →∞时， 

( ) ( )
2 2

2

1 2 32 2.k kf x f y k k
k k k

   − = + − + = + →   
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若取 ( ) 4f x x= ，则对于上述数列 

( ) ( )
4 4

2
2 4

1 2 28 154 18 .k kf x f y k k k
k k k k

   − = + − + = + + + →∞   
   

 

下面的例子说明，即便数列 ( ){ } ( ){ },k kf x f y 都有界，仍不能保证 

( ) ( )0 0.k k k kx y f x f y− → ⇒ − →  

反例如下：考虑二元函数 ( ) 2 2,f x y x y= − 。令 

( ){ } ( ){ }2 2, | 1, 0, 0 , , | , 0 .S x y x y x y L x y y x x= − = > > = = >  

显然，集合 S 中的点构成双曲线的一部分，而 L 中的点构成一条射线。容易验证，L 是双曲线 S 的

一条渐近线，即有 

( ) ( ) ( ) ( )
2

, , 2

1lim , , lim 1 lim 0.
1x y S x y Lx x x

x y x y x x
x x∈ ∈→+∞ →+∞ →+∞

− = − − = =
− +

 

基于此，构造如下反例：取点列{ }kz ，其中 ( ),k k kz x y= 满足 
2 2 1, 0, 0,k k k k kx y x y x− = > > →∞  

和点列{ }kz′ ，其中 ( ),k k kz x y′ ′= 满足 k ky x′ = 。根据前面的分析， 

( ) ( )lim lim , , 0.k k k k k kk k
z z x y x y

→∞ →∞
′ ′− = − =  

但 

( ) ( ), , 1, 0.k k k kf x y f x y k′− = ∀ >  

对该问题，如果点列{ }kx 有界，则结论成立，即 

( ) ( )0 0.k k k kx y f x f y− → ⇒ − →  

事实上，如果点列{ }kx 有界，则由 0k kx y− → 推知{ }ky 有界。从而点列{ }kx 和{ }ky 有相同的聚点。

由函数的连续性知结论成立。 
如果在高等数学的连续函数教学中，在介绍完连续函数的概念和有关性质后，如果适时跟进上述讨

论，无疑会加深学生对连续函数性质的理解，提高其学习兴趣，进而提高高等数学的教学质量。 
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