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Abstract 
This paper briefly discusses three issues on dynamics of liquid sloshing: 1) the equivalent me-
chanical model of liquid sloshing; 2) liquid sloshing damping; 3) parametric sloshing. This paper 
points out that there are modeling mistakes in the classical theory of equivalent mechanical model. 
Thus the complete correct solutions cannot be derived by the classical theory. This issue should be 
further clarified. The theoretical and experimental identification methods are discussed for fluid 
sloshing damping. The sloshing damping should be generally determined by the experiment. A 
new method (energy growth exponent and coefficient, EGE/EGC) is applied to discuss the unstable 
properties of parametric sloshing. A colorful instability diagram can be obtained with the EGE/EGC. 
The instability boundaries by EGE/EGC agree accurately with the traditional solutions. The unsta-
ble characteristics of parametric sloshing can be comprehensively described by using EGE/EGC. 
The nonlinear damping and mode interaction of limit cycle motion of parametric sloshing are 
discussed in this paper. 
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摘  要 

本文简要讨论了液体晃动动力学中的三大问题：1) 液体晃动等效力学模型；2) 液体晃动阻尼问题；3) 参
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数晃动问题。本文指出经典的等效力学模型理论存在建模方法错误，因而经典理论不能给出完全正确的解

答，这一问题亟需进一步澄清；讨论了液体晃动阻尼的理论与试验识别方法，一般情况下，液体晃动阻尼

需要由试验来确定；讨论了参数晃动稳定性分析的一个新方法—能量增长指数与系数，采用能量增长指数

与系数可给出彩色的参数晃动不稳定图，得到的不稳定边界与传统理论解精确吻合，能量增长指数与系数

可更全面地描述参数晃动的不稳定性质，讨论了液体参数晃动的极限环运动非线性阻尼及各模态之间的相

互耦合作用。 
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1. 引言 

贮液箱内带有自由液面的液体在受外部激励(扰动)下产生的运动称之为晃动，外部激励通常来源于容

器的加速水平运动与转动。从数学上讲，带有自由液面的晃动问题可归结为求解液体运动的 Navier-Stokes
方程(或 Euler 方程)，方程一般情况下是非线性的，且自由液面的边界条件一般情况下表现为非线性方程，

液面位置随时间改变。液体晃动是一种复杂的动力学现象，与容器的几何特性、液深、激励、壁面特性等

参数有关，求解液体的一般晃动方程是一件相当困难的事情。从工程应用的角度看，液体晃动问题涉及液

体在外激励作用下的晃动自然频率、振型、自由表面波高、液动压力分布以及作用在容器上的液动力、力

矩等，这些液体的动力学效应会对容器及其相关结构安全性、稳定性以及动力学行为产生重要影响。 
液体晃动问题涉及数学、物理学、力学以及诸多的工程学领域，其中工程领域包括航空航天、船舶、

土木、水利、化工以及核工程等，各个不同的学科关于液体晃动的研究论文已多达数千篇，Abramson [1]
与 Dodge [2]在其专著中总结了航天领域的关于液体火箭内的液体晃动动力学问题；Moiseev 与 Petrov [3]
从力学的角度系统研究了液体晃动的自由振动(晃动)问题；Moiseev 与 Rumjantsev [4]系统研究了充液刚

体的动力稳定性问题，其中包含了液体的晃动问题；Ibrahim [5]在 2005 年出版的液体晃动动力学专著中，

引用的论文多达 3000 余篇，该书堪称液体晃动动力学的百科全书，其内容几乎涵盖了液体晃动动力学的

各个方面；Faltinsen 与 Timokha [6]从船舶工程的角度，系统研究了(船舱内)液体的晃动问题；王照林与

刘延柱[7]系统研究了航天工程中充液系统动力学问题，其中包含了液体的晃动问题；居荣初与曾心传于

1983 年出版的著作(文献[8])可能是国内最早系统介绍土木与水利工程中的液体晃动及其与结构相互作用

问题的专著，这一著作在地震工程领域得到了广泛的引用；李遇春[9]最近比较系统研究并介绍了水利与

土木工程中的液体晃动基本问题。 
液体晃动动力学作为流体动力学的一个重要分支，拥有完整的理论体系，在不同的学科领域得到了

极为广泛的研究，但液体晃动动力学仍存在一些共性的问题还没有得到很好解决，本文将讨论液体晃动

等效力学模型、液体晃动阻尼以及液体参数晃动三个问题，提出其中有待解决的问题，为液体晃动动力

学的研究与应用人员提供参考。 

2. 液体晃动等效力学(机械)模型 

贮液结构物的动力计算问题都会涉及到容器内液体的晃动计算以及液体与结构的相互作用分析，从
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贮液结构设计的角度来考虑，结构工程师只需要知道液体晃动对结构系统的动力影响，而液体自身如何

运动对于结构设计并不重要，因此在流体–结构相互作用分析中，只需单方面计算流体对容器的作用效

应即可。当贮液容器固有频率与液体晃动固有频率相差较大时，此时容器壁的微小振动对于液体的晃动

影响很小，这时可以将容器近似看成刚性的。在研究液体的等效力学模型时，通常将流体假定为无粘性、

不可压缩及无旋的液体。液体晃动的等效原则为：① 流体的原始系统与等效系统具有相同的自然晃动(振
动)频率；② 在液体动力响应的所有时间历程上，这种等效的力学模型与真实的流体具有完全相同或近

似相同的(对结构的)作用效应，作用效应包括液体对结构的合力与合力矩，对于结构工程师而言，液体的

等效力学模型将大大简化液体–结构的耦合计算，使液固耦合系统的动力响应分析变得相对容易。 
早在上世纪 50 年代，Graham 与 Rodriguez [10]首先提出了液体晃动等效力学模型的概念，他们将刚

性矩形容器内的液体对容器的作用等效为一个固定质量及一连串的弹簧振子(如图 1 所示)；由于 Graham
与 Rodriguez 的计算模型中包含了无穷级数，计算比较麻烦，Housner [11]于 1957 年，基于一个物理直观，

提出了一个更为简单的等效模型，这个模型一直在土木与水利工程界得到了广泛应用，然而 2012 年 Li
与 Wang [12]的研究表明，Graham 与 Rodriguez，以及 Housner 的解答均存在缺陷，Graham 与 Rodriguez
给出的弹簧振子位置明显不合理(或存在错误)，Housner 公式与精确的公式相比，在计算固定(脉冲)质量

及其位置时误差较大(最大误差达 14.8%)，文献[12]针对经典解答的缺陷，采用比拟原理提出了一个补充

的精确解答，完善了经典解答；鉴于部分精确解为无穷级数表达式，不便于工程应用，李遇春与来明[13]
对部分计算公式进行了数学拟合简化，提出了表达简单且计算精度高的建议公式。对于其它半圆形、U
形、梯形等二维容器，由于数学上的巨大困难，采用解析方法难以得到流体等效模型公式，Li、Di 及 Gong 
[14]提出了一种半解析/半数值的方法，得到了几种非矩形截面内流体等效模型的近似解，其中 U 形截面

内流体的等效模型公式为新修订《水电工程水工建筑物抗震设计规范》[15]采纳引用。 
对于三维直立圆柱形贮液容器，经典理论[5]给出了精确的液体晃动等效力学模型计算公式，Housner 

[11]同样基于物理直观，提出了近似的等效力学模型，基于比拟原理[12]，文献[9]导得了精确的等效力学

模型公式，文献[9]研究发现 Housner 模型并不严格满足质量守恒定律，其固定质量及弹簧振子质量与精 
 

 
(a) 液体原始系统                                            (b)液体等效系统 

Figure 1. The equivalent mechanical model of liquid sloshing in a rectangular container [12] 
图 1. 矩形容器中液体晃动的等效力学模型[12] 
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确解相比有较大的误差，因而 Housner 模型并非是一个令人满意的等效力学模型；此外文献[9]得到的等

效质量位置函数与经典理论[5]给出的结果并不相同，这一现象与前面二维矩形容器的情形类似，在一些

特殊的情况下，经典理论[5]给出的等效质量位置明显不合理，等效力学模型的经典理论[2] [5]存在系统

性的错误，这一问题还可能导致其它更多容器(如球形、抛物面容器等)的等效力学模型的错误，经典理论

的主要问题是其等效力学建模概念(方法)存在问题，从而导致部分理论结果明显不合理，关于这一问题的

详细讨论将另文讨论。 

3. 液体晃动阻尼 

Dodge [2]、Ibrahim [5]、Faltinsen 与 Timokha [6]对液体阻尼的相关问题进行了全面而系统的阐述，

贮液容器内液体的阻尼来自于四个方面：① 液体与容器固壁之间的边界层摩擦阻尼；② 液体内部的黏

性阻尼；③ 自由表面阻尼；④ 其他毛细阻尼。一般认为液体与容器固壁之间的边界层阻尼起主要作用。 
对于小幅液体晃动而言，可采用(无阻尼的)势流理论来研究液体晃动，采用速度势函数来描述液体运

动，从而可以得到液体的模态运动方程为： 

( ) ( ) ( ) ( )2   1, 2,3,j j j jq t q t f t jω+ = =
                               (1) 

式中： jω 为液体系统的第 j 阶自然圆频率， ( )jq t 为第 j 阶广义坐标， ( )jf t 为第 j 阶广义力。方程(1)表达

了一个无阻尼液体系统的强迫振动方程，当需要考虑液体的晃动阻尼时，可在方程(1)上增加一个阻尼项

( )2 j j jq tζ ω  ，即有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22    1, 2,3,j j j j j j jq t q t q t f t jζ ω ω+ + = = 
                         (2) 

式中： jζ 为第 j 阶模态的阻尼比系数，于是有阻尼的晃动可以由方程(2)来确定。这样液体晃动阻尼可以

归结为阻尼比系数的确定。将液体与容器固壁边界层内的液体按粘性液体考虑，基于 Stokes 边界层理论，

可得到容器的边界层阻尼比的估计公式为[9]： 

2
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式中：Ω为液体空间区域， wS∂ 为容器的湿边界，ϕ 表示了速度势的幅值函数，ν 为液体运动粘度，ω 为

液体晃动圆频率。液体内部的粘性阻尼比可以采用下列耗散函数来计算[6]  
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2 2 2

2

2 2 2 4 4 4 d

d
v

V
x y x z y zx y z

V
ζ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ν
ω ϕ

Ω

Ω

=

            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + +           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂             ⋅
∇

∫∫∫

∫∫∫
           (4) 

一般认为，以上液体内部的体阻尼相比于边界层阻尼要小得多，体阻尼可忽略不计。对于矩形容器，

根据式(3)与(4)可以得到阻尼比的解析公式(可参见文献[9])；对于非矩形的容器，可采用数值方法计算。 
已有试验研究表明，由公式(3) (4)估计的液体晃动阻尼比系数比试验值要小许多，究其原因有：1) 边

界层流动可能处于紊流状态，边界层厚度增加，阻尼也会增加，而公式(3) (4)是基于层流模型得到的，难

以完全符合流体的真实流动状况，采用流体的湍流模型去模拟边界层流动，由此计算边界层阻尼是一个

可行的途径；2) 理论阻尼未包含自由表面张力以及毛细作用等影响。一般而言，液体阻尼的影响因素极

为复杂，采用理论方法难以精确计算液体晃动阻尼，因此工程实践中通常更多采用试验方法来确定液体

晃动阻尼。 
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目前采用非接触的激光位移测量装置可以容易测得液体自由表面的位移响应，通过测量液体自由表

面某一模态的位移衰减曲线，可以容易得到阻尼比系数，文献[16] [17]介绍一种参数激振的方法，可容易

激发出液体表面的前几阶反对称与对称晃动模态，撤除激励后液体表面按某一阶模态做自由衰减晃动，

从而可以较精确地测量晃动的模态频率、振型与对应的阻尼比系数。 
当液体处于共振状态时，液体晃动幅度较大，这时液体晃动阻尼对于晃动响应至关重要，这时以上

小幅晃动得到的阻尼比(线性阻尼)将不再适用于大幅晃动的情形，这时需要采用非线性阻尼模型，这一问

题很复杂，需要进一步的理论与试验研究。 

4. 液体参数晃动 

参数晃动现象最早由英国科学家 Faraday 在实验中发现的，当贮液容器做竖向周期性振动时，他观

察到液体发生一种共振，这时容器振动的频率是自由液面晃动频率的二倍(普通共振时，水平激励频率与

液体晃动频率近似相等)，这种竖向振动所激发的液体表面波称之为“Faraday 波”。当给贮液容器施加

竖向加速度激励时，液体的运动微分方程将发生根本性的变化，这时方程右边的强迫激励项消失，外部

激励在运动微分方程的刚度系数中反映，液体的运动方程成为变系数的微分方程，即系统的参数(这里表

现为刚度系数)随外激励发生改变，这种激励称为参数激励，当参数激励为某种特殊的周期函数时，这时

液体自由表面将会产生一种共振现象，这种共振称之为参数晃动(或参数振动)，参数晃动的机制不同与一

般的强迫共振机制。参数晃动问题已在许多综述性的文献中[5] [6]得到了很好的阐述。 
参数晃动包括线性与非线性参数晃动问题。线性参数晃动在数学上归结 Mathieu (马休)方程，其基本

问题为晃动的稳定性分析，参数振动传统理论能给出的参数晃动的不稳定图，这个图只能判定系统是稳 
定或不稳定。设液体第 j 阶自然频率为 jω ，外激励频率为ω ，则频率比为 jω ω ，在不稳定区域中存在三 

种不稳定模式：① 当频率比在 2 附近时，将发生第 j 阶模态的次谐波(sub-harmonic)晃动；② 当频率比

在 1 附近时，将发生第 j 阶模态的谐波(harmonic)晃动；③ 当频率比在 2/3 = 0.667 附近时，将发生第 j
阶模态的 2/3 超谐波(super-harmonic)晃动。然而从已有的参数晃动实验中[16]可以发现：以上三种不稳定

模式中，最容易发生的参数晃动(失稳)为次谐波晃动，这种共振模式在实验中很容易观察到，谐波与超谐

波晃动很难发生，即使对于经常观察到的次谐波晃动，它们在不同参数激励下的不稳定行为也很不相同，

因此传统的不稳定图似乎难以全面表达参数失稳的特征，Li & Wang [16]及 Li et al. [18]最近从能量分析 
的角度，提出了一个能量增长指数 λ′及其对应的无量纲能量增长系数 jη λ ω′= 来分析参数失稳的特征，  

能量增长系数反映了系统能量的增长速度，当能量增长系数 η 大于零时，流体系统内能量将随着时间以

指数形式增长，发生参数晃动失稳，即不稳定；当能量增长系数 η 等于零，系统内能量的吸收与耗散趋

近平衡，即为发生失稳晃动的临界状态(边界)；当能量增长系数 η小于零，系统内的能量耗散大于吸收，

也意味着流体系统保持稳定或静止。文献[18]导得了能量增长指数与系数的近似解析表达式，图 2 根据能

量增长系数的理论公式，给出了三类参数晃动模式的能量增长系数彩色不稳定云图(图中的纵坐标为激励

系数)，由图 2 可以看出，能量增长系数 η等于零代表了参数不稳定边界(图中纵坐标表示激励系数，横坐

标表示激励频率与模态频率的比值)，图中的边界与传统理论给出的边界精确吻合，次谐波参数晃动的能

量增长系数最大，谐波参数晃动的能量增长系数次之，超谐波参数晃动的能量增长系数最小，能量增长

系数愈大，则系统愈容易发生参数晃动(失稳)，也愈危险，这从理论上解释了为什么三类参数晃动模式具

有完全不同的不稳定特征。 
对于更为复杂的自参数晃动问题，有必要进一步引入能量增长指数及其对应的无量纲能量增长系数

来分析其自参数失稳的特征。 
值得指出的是，历史上，自 Faraday 波被发现后，许多学者对参数晃动展开了试验研究，在以往的 
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Figure 2. The energy growth coefficient (unstable) cloud chart of three kinds of parametric 
sloshing modes 
图 2. 三类参数晃动模式的能量增长系数(不稳定)云图 

 
试验研究中，研究者一般都不关注贮液容器的激励加速度，一般认为激振器给出的加速度都是一个纯净

的正弦波，然而现有研究[16] [19]发现，电磁激振器给出的正弦波一般或多或少都会产生波形失真的现象，

一个普遍的规律是，当输出频率为 f 时，通常还包含一定的 2 ,3 ,4 ,f f f 等(成倍数的)谐波激励成份，由

于这种谐波噪声成份，有可能对参数晃动试验结论造成误判，例如：试验研究一阶的 3/2 次超谐波晃动

时，信号发生器设定激振频率为 ( ) 12 3f f= ( 1f 是一阶流体晃动自然频率)，由于倍频噪声信号的存在，

输出加速度频率中可能隐含有 ( )1 13 3 2 3 2f f f= × = 的谐波成份，在上述的三种晃动模式竞争中，1/2 次谐

波晃动占据绝对优势，即使 12 f 的谐波成份激振幅值较小，也很容易引发一阶的 1/2 次谐波晃动，此时发

生的 1/2 次谐波参数晃动却可能被误判为一阶的 3/2 次超谐波参数晃动。Dodge [2]对纵向激励下圆柱容器

参数晃动进行过试验研究，并称在试验中观察到超谐波晃动模式，然而迄今为止，还未有其他研究者在

试验中观察到超谐波晃动模式，由于超谐波晃动能量增长系数很小，一般情况下流体系统中吸收能量远

远小于系统耗散能量，超谐波晃动的发生极其困难，除非激振幅值足够大，但这已远超出实际试验范围，

因此作者认为 Dodge 等人试验结果可能存在误判。鉴于此，今后有必要加强参数晃动的试验研究。 
当参数共振发生以后，液体的晃动幅度会越来越大，理论与试验研究发现，液体的晃动幅度不会无

限增大，而是最终稳定在一个有限振幅范围，这种稳态的参数晃动也称之为极限环运动，液体的稳态的

参数晃动属于非线性参数晃动的范畴，这时控制液体线性参数晃动的 Mathieu 方程将不再适用，而应该

建立相应的非线性运动方程。采用多模态方法[6]可以建立液体参数晃动的非线性运动方程[9]，然而非线

性参数晃动很复杂，还存在如下的问题需要进一步研究：① 非线性参数晃动阻尼对其响应具有重要影响，

这个非线性阻尼机制很复杂，需要进一步研究；② 非线性参数晃动涉及各模态之间的相互耦合，正是耦

合效应导致了晃动的一些非线性特征(例如：液面波峰幅值大于波谷幅值)，这一耦合机制还需要进一步研

究。 
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5. 结论 

本文讨论了液体晃动动力学中的三个问题：液体晃动等效力学模型、液体晃动阻尼以及液体参数晃

动，主要结论如下： 
1) 经典的等效力学模型理论存在建模方法上的错误，因而经典理论不能给出完全正确的理论解，这

一问题还可能导致其它更多容器的等效力学模型的错误，经典理论具体问题的详细讨论需要另文讨论； 
2) 液体的晃动阻尼是一个很复杂的问题，尽管目前有一些晃动阻尼的理论计算公式，但理论方法一

般情况下还难以精确计算液体晃动阻尼，通常需要试验方法来确定液体晃动阻尼； 
3) 采用能量增长指数与系数可给出彩色的参数晃动不稳定图，得到的不稳定边界与传统理论解精确

吻合，能量增长指数与系数可更全面地描述参数晃动的不稳定性质，可以解释一些用传统理论难以解释

的参数晃动现象。液体的非线性极限环运动极为复杂，该问题仍是非线性动力学的研究热点之一，其运

动机制还需要进一步研究。 
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