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Abstract 
Based on the mirror image method of the electromagnetism, the induced charged surface density 
distribution on the grounding infinite conductor plane under the uniform charged thin ring is cal-
culated with mathematical software. And it draws the images of the induced charge surface densi-
ty varied with the angle and distance. 
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摘  要 

本文基于电磁学理论中的镜像法、利用Mathematica数学软件在笛卡尔直角坐标系中计算了均匀带电细

圆环作用下接地无限大导体平面上的感应电荷面密度分布，并绘出感应电荷面密度随角度和距离变化的

图像。 
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1. 引言 

当导体在外界电场作用下处于静电平衡时，其表面产生的感应电荷分布是复杂的[1] [2] [3]，大多数

情况下只能由实验给出定性描述，但当导体具有规则形状时，比如无限大接地导体平面、导体球(或导体

球壳)，就可作定量计算。在文献[4] [5]中我们首次将点电荷的镜像法原理[3]应用于连续带电体研究了带

电细圆环与无限大导体平面的作用力和电势，及带电线状体与导体平面和导体球的作用力和电势等电磁

学问题。本文利用电磁场理论中的镜像法[3]，运用电场的叠加原理和 Mathematica 数学软件[6] [7] [8] [9]，
计算均匀带电细圆环作用下接地无限大导体平面上的感应负电荷在导体平面上的分布，并绘出了导体平

面上感应负电荷的电荷面密度所随角度和距离变化的图像。在静电平衡时，当确知导体平面上任一点的 

电荷的分布规律，其电场强度由
0

σ
ε

=E n 就可确定。下面分二种情况计算导体平面上的感应负电荷的电 

荷面密度分布。 

2. 带电细圆环与导体平面平行时的感应负电荷的分布 

如图 1(a)所示，当带电细圆环与接地无限大导体平面平行，既细圆环所在平面与导体平面的法线夹

角 π 2α = ，设均匀带电细圆环带电为正 q，圆环半径为 R，环心到平面的距离为 d。设环心为坐标系的

原点 o，垂直指向导体平面为 x 轴的正方向，x、y、z 轴满足右手螺旋系。当导体平面处于静电平衡时，

按电磁理论中的镜像法[3] [4] [5]，该均匀带电圆环在导体平面上产生的感应负电荷在导体平面左侧空间

(包括导体表面)产生的作用效果(力学的、电磁学的)等效于该均匀带电圆环经导体平面成像于平面右侧处

的均匀带负电圆环 q− 在导体平面左侧空间产生的作用效果。在带电圆环上任一点 ( )1 0, cos , sinp R Rφ φ 处

取微元电荷 dq，其中 ( )0 2πφ φ≤ ≤ 是点 1p 与坐标原点 o 的连线与 y 轴正方向的夹角。过 1p 作导体平面的

垂线交导体平面于 ( )2 , cos , sinp d R Rφ φ ，由于导体平面上的电荷面密度 σ分布具有关于 x 轴的轴对称性，

故可在 xoy 所决定的平面与导体平面的交线 (与 y 轴平行 )上任取一点 ( ), tan ,0p d d θ ，其中

( )π 2 π 2θ θ− < < 是 op 连线与 x 轴正方向的夹角，称其为极角。则该微元电荷 dq 在 p 点处产生的感应

电荷面密度 σ大小为[2] [3] [4] 
3

2

d cosd
2π

q
d

β
σ =                                     (1) 

其中 β角是位矢 ( )1
ˆˆ ˆtan cos sindi d R j R kθ φ φ= + − −p p 和 1 2

ˆdi=p p 的夹角，这里的 î 、 ĵ 、 k̂ 分别是 x、
y、z 轴正方向的单位矢，角 β的余弦值 cosβ 由解析几何有： 

( ) ( )
1 2 1 2

2 221 2 1

cos
tan cos sin

d

d d R R
β

θ φ φ

⋅
= =

+ − +

p p p p
p p p p

                   (2) 
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      (a) Image of a charged thin ring in the grounding plane               (b) σ varies with the angle at different distances  
         (a) 带电细圆环与接地导体平面平行时的像                    (b) 不同距离时电荷面密度随角度的分布 

  
        (c) σ varies with distance in different polar angles                 (d) σ varies with the distance and the polar angle   
        (c) 不同极角方向上电荷面密度随距离的分布                     (d) 电荷面密度随距离和极角的分布 

Figure 1. Charge distribution on the plane of ground conductor under the action of a charged thin ring 
图 1. 带电细圆环与接地导体平面平行时的电荷分布 
 

将(2)式代入(1)式化为： 

2 3d d
4π
q d

r
σ φ=                                     (3) 

其中 2 2 2sec 2 tan cosr d R Rdθ θ φ= = + −op ，令 2 2 2secA d Rθ= + 、 2 tanD Rd θ= ，再对(3)式中的变量φ  

积分可得导体平面上感应负电荷面密度σ 大小为： 

( ) ( )2

2 2

2π

D DE E
qd A D A D

A D A D A D A D
σ

    
    + −    = +

 − + + −
  

                         (4) 

其中 [ ] [ ]E x EllipticE x= 是第二类完全椭圆积分函数， [ ] π
2

E x E x 
=  

 
，其定义为 

( ) ( )1 22
0

1 sin dE x x
φ

φ θ θ= −∫ 。当导体平面处于静电平衡时，其上任一点的电场强度由
0

σ
ε

=E n 就可确定。 

为了直观形象反映导体平面上的感应负电荷面密度 σ的分布规律，图 1(b)~(d)给出了在带电细圆环作

用下，接地无限大导体平面处于静电平衡时其表面现上产生的感应负电荷面密度 σ 随极角、距离变化而
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变化的分布图像，图中带电细圆环半径取值 0.05 mR = 。图 1(b)中的 6 条图线是带电细圆环的环心到导体

平面的不同距离，且在导体平面处于静电平衡时，其表面上的感应电荷面密度 σ 分布随极角 θ 变化而变

化的图像，在第一象限内从右到左的这 6 条图线分别对应于细圆环的圆心到导体平面的距离 d = 0.02 m、

0.03 m、0.04 m、0.06 m、0.08 m、0.15 m；图 1(c)中电荷面密度 σ在不同极角时随距离变化而变化的图

像，图中这 4 条图线在第二象限内自上而下分别对应于极角 π 3,π 4,π 6,0θ = ；图 1(d)中电荷面密度 σ
随距离 d 和极角 θ 变化而变化的 3D 图。上述图像表明，在极角 θ 一定时，随着距离 d 的增大，导体平

面上的感应电荷面密度 σ先增大后减小且趋于零；当距离 d 小于 d0 时，(其中 d0 由(4)式求导求出极值点，

该 d0 与圆环半径和极角有关)，其磁感应电荷面度 σ 随着距离 d 的增大先增大后减小，当距离 d 大于 d0

时，磁感应电荷面密度 σ 随着距离 d 的增大而减小。由 0E σ ε= 就可知道这些图线也反映了导体平面上

任一点电场强度的大小。 

3. 带电细圆环与导体平面不平行时的感应负电荷的分布 

当带电细圆环与导体平面不平行时，既环与导体平面的法线的夹角 π 2α ≠ ，建立如图 2(a)所示的笛

卡尔直坐标系，仍以圆环圆心为坐标原点 o，x 轴垂直于导体平面且指向平面的方向为正方向，则圆环所

在平面与 x 轴负方向的夹角为 α，y 轴在 x 轴和 x 轴在圆环所在的平面内的投影所决定的平面内，xyz 轴
满足右手螺旋系。细环均匀带电为正 q，圆环半径为 R，环心离平面的距离为 d。在带电圆环上任一点

( )1 cos cos , sin cos , sinp R R Rα φ α φ φ− 处取微元电荷 dq，其中 ( )0 2πφ φ≤ ≤ 角是点 1p 在 yoz 平面的投影点

与坐标原点 o 的连线与 y 轴正方向的夹角。过 1p 作导体平面的垂线交导体平面于 

( )2 cos cos , sin cos , sinp d R R Rα φ α φ φ+ ，设 ( ), tan cos , tan sinp d d dθ ϕ θ ϕ 为导体平面上任一点，其中 θ
是 op 连线与 x 轴正方向的夹角，称其为极角； ( )0 2πϕ ϕ≤ ≤ 是点 p 在 yoz 平面内的投影点和坐标原点 o
的连线与 y 轴正方向的夹角，称其为方位角。则该微元电荷 dq 在 p 点处产生的感应电荷面密度 σ仿照上

面计算可得： 

2 3

cos cosd d
4π
q d R

r
α φ

σ φ
+

=                                (5) 

其中 ( )2 2 2sec 2 cos tan sin cos cos 2 tan sin sinr d R Rd Rdθ α θ α ϕ φ θ ϕ φ= = + + − −op ，令 
2 2 2secA d Rθ= + 、 ( )2 cos tan sin cosB Rd α θ α ϕ= − 、 2 tan sinC Rd θ ϕ= ，则 r 可化为： 

cos sinr A B Cφ φ= + −                                  (6) 

再令 2 2
1B B C= + ，(6)式变为 

( )1 cosr A B φ γ= + +                                   (7) 

其中 ( )arctan C Bγ = ，对(5)式中的变量φ 积分可得： 

( )
( )

( )

1 1
12

1 11 1 1

1 1
1

1 1

2 21 cos cos π
2 22π

2 2cos cos π
2 2

B Bq B d AR E E
A B A BA B B A B

B BA B R F F
A B A B

γ γ
σ α γ

γ γ
α γ

     = − + −        + +− +       
     + − + −        + +     

        (8) 

其中 [ ],E x EllipticE xφ φ  =  是第二类椭 圆积 分函数，其定义 为 ( ) ( )1 22
0

1 sin dE x x
φ

φ θ θ= −∫ 。

[ ],F x EllipticF xφ φ  =  是第一类椭圆积分函数，其定义为 ( ) ( ) 1 22
0

1 sin dF x x
φ

φ θ θ
−

= −∫ 。 
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      (a) Image of a charged thin ring in the grounding plane           (b) σ varies with the angle at different distances and 0ϕ =  
        (a) 带电细圆环与接地导体平面不平行时的像                 (b) 不同距离且 0ϕ = 时电面密度随角度的分布 

  
   (c) σ varies with the angle at different distances and π 2ϕ =               (d) σ varies with the polar angle and the angle 
       (c) 不同距离且 π 2ϕ = 时电面密度随角度的分布                      (d) 电荷面密度随角度的分布 

Figure 2. Charge distribution on the plane of ground conductor under the action of a charged thin ring 
图 2. 带电细圆环作用下的接地导体平面上的电荷分布 
 

图 2(b)~(d)是带电细圆环与接地无限大导体平面不平行时，导体处于静电平衡其表面上的感应电荷面

密度 σ 随极角、距离变化而变化的分布图像，图中 0.05 mR = 和 π 3α = 。图 2(b)和图 2(c)中的 6 条图线

是带电细圆环的环心到导体平面的不同距离且在导体处于静电平衡时，其表面上的感应电荷面密度 σ 分

布随极角 θ 变化而变化的图像，第一象限内从右到左的这 6 条图线分别对应于细圆环的圆心到导体平面

的距离 d = 0.06 m、0.07 m、0.08 m、0.10 m、0.12 m、0.20 m；图 2(b)和图 2(c)中的方位角分别对应于 0ϕ =

和 π 2ϕ = ；图 2(d)中在 0.04 md = 时电荷面密度 σ 随极角 θ 和方位角 φ 变化而变化的 3D 图。这些图像

的分布规律与图 1(b)~(d)相似。由电荷分布情况，接地无限大导体平面上任一位置的电场强度的分布就可

唯一确定。 

4. 结束语 

本文根据电磁学中的镜像法，借助于 Mathematica 研究了均匀带电细圆环作用下，接地无限大导体

平面处于静电平衡时，在导体平面上产生的感应负电荷的分布规律，给出了解析表达式，并绘出电荷面

密度 σ随距离和角度变化而变化的图像。当知道电荷面密度 σ分布规律后，由 0σ ε=E n就可确定导体表

面的电场强度，所以本文的研究具有一定的理论价值和实际意义，同时对大学物理教学内容有一定的补

充、参考作用。 
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