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Abstract 
In this paper, based on the memristor model with our new window function, the regulation of vol-
tammetric characteristics was studied by adjusting the related parameters of the memristor mod-
el. Simulation results show that, firstly, the existing window functions have some shortcomings: It 
is easy to appear the terminal state problem, and the flexibility of regulation needs to be improved. 
Secondly, to simulate the evolution of the voltammetric characteristics, the internal parameters 
describing the characteristics of the window function is selected as the control variables. Fur-
thermore, to study the dynamical behavior of memristor the external excitation signal is intro-
duced and the frequency of the external excitation signal is adjusted. The results show that our 
new window function not only can effectively solve the shortcomings of the existing window func-
tion, but also has a good ability to identify the stimulus signals with different frequencies. These 
results will help us to further study the nonlinear characteristics of memristor, and have theoret-
ical significance and guidance for further understanding of the mechanism of memristor and the 
development of electronic devices with specific functions. 
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摘  要 

在本文中，基于我们提出的新型窗口函数的忆阻器模型为研究对象，调节忆阻器模型中的相关参数，研

究其伏安特性曲线的变化规律。由数值模拟结果表明，首先，现有窗口函数存在一些不足之处：容易发

生终态问题，调控的灵活性不高；其次，选取描述窗口函数特性的内部参数为控制变量，数值模拟其伏

安特性的演化规律；接着，引入外部的激励电压，并调节信号的频率。研究结果发现，我们提出的新型

窗口函数不仅能有效的解决现有窗口函数的不足，而且，对外部不同频率的刺激信号也具有较好的辨识

能力。上述研究结果将帮助我们更进一步的了解忆阻器的非线性特性，为未来深入理解其调控机理和研

发具有特定功能的电子器件都有一定的理论意义和指导作用。 
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1. 引言 

忆阻器作为一种具有记忆功能的非线性电阻，自 1971 年由蔡少棠基于电荷、电流、电压和磁通之间

的关系以及电路完备性理论提出以来，人们从理论和实验两个方面对其进行了不懈的探索和研究[1]。直

到 2008 年，惠普实验室 Strukov 等人首次在物理上实现了基于 TiOx 的忆阻器，人们发现该型忆阻器理想

的理论模型的伏安曲线具有典型的“8”字型迟滞回线，且随着外部信号频率的增加该曲线逐渐趋于一条

直线，表明理想 HP 模型具有对阻值的记忆能力[2]，至此，对忆阻器的研究才开始受到人们的广泛关注。 
人们通过研究发现忆阻器有许多独特的动力学特性，Makoto 等人发现忆阻器的非线性特性可以产生

混沌现象，是构造混沌和超混沌系统的理想元件[3] [4] [5] [6]。惠普忆阻器具有记忆和布尔逻辑运算功能，

这标志着存储电路和逻辑运算可以合二为一，从而创建起全新的计算机系统[7] [8] [9]。忆阻器具有与生

物神经突触功能包括记忆与遗忘、经验学习等相似的特性，是目前已知的功能最接近神经元突触的器件

[10] [11] [12] [13]。因此忆阻器不仅可用于研究混沌现象，而且可用于超大型集成网络和非易失随机访问

存储器[3] [4] [5] [6]。除此之外，忆阻器在人工神经网络，机器学习和人工智能计算机方面也有着极为重

要的作用[13] [14] [15] [16]。 
由于实物忆阻器处于纳米尺度范畴，其掺杂区界面移动的动力学行为是高度非线性的，因此，为深

入了解忆阻器忆阻的变化规律，为将来能将其视作突触应用于神经元网络之中，有必要从理论上对忆阻

器窗口函数的伏安特性及其调控机理进行深入研究。本文我们首先介绍几种忆阻器的窗口函数，分析其

不足和需要改进之处。第二部分分析了这些窗口函数的伏安特性，以及不同控制参数作用下的行为和演

化规律。第三部分对模拟结果进行了分析与讨论，最后对本文进行了总结。 

2. 忆阻器模型描述 

忆阻器是连接电荷与磁通量的一种无源电路元件，忆阻 M 与电阻的量纲相同。其定义如下[17]： 
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d dM qϕ =                                       (1) 

2008 年惠普实验室提出了一个基于 TiO2 的双极忆阻器：在两个 Pt 电极中间加上有高阻特性的纯净

TiO2 和低阻特性的掺杂 TiO2−x 组成的 TiO2 薄膜，此时忆阻器总电阻为掺杂区域电阻加上非掺杂区域电阻

之和的可变电阻[2]，忆阻值 M(ω)可以表示为： 

( ) 1on offM M M
D D
ω ωω  = + − 

 
                              (2) 

TiO2−x 缺少氧原子，携带一定的电荷。在两个 Pt 电极之间的电场的作用下，带电杂质 TiO2−x开始发

生偏移，TiO2 和 TiO2−x 的分界面随之迁移。分界面的移动速度取决于电流强度。用状态变量 ω表示完全 

掺杂区的厚度，则 ( )d
d

v onM
g i t

t D
µω

= 。该式由惠普实验室通过大量实验数据给出，g 表示忆阻器的极性[18] 

[19]。D 为忆阻器薄膜的宽度，Mon 和 Moff 分别为完全掺杂以及完全无掺杂时忆阻器阻值。 
对于纳米尺度范畴的电子器件来说，一个微小的电场就会对器件产生巨大的影响，当分界面的迁移

接近两极接触面的任意一个时，分界面的迁移速率在偏置极性的同极相斥作用下被抑制。由于 TiO2 和

TiO2−x 的分界面在大部分区域内保持恒定的迁移速度，仅在接近两极的小部分区域受到同极相斥作用的

影响，所以引入适当窗口函数可以描述这种非线性特性[18] [19]。因此完全掺杂区的厚度 ω 随时间变化

满足[20]： 

( ) ( )d
d

V onM
i t g x

t D
µω

=                                  (3) 

x
D
ω

=                                                (4) 

( ) ( )2

d
d

V onMx i t g x
t D

µ
=                                   (5) 

x 用来描述掺杂区与忆阻器宽度的比值， Vµ 为离子迁移速率。i(t)表示通过忆阻器的电流，引入激励

电压 ( ) ( )( ) ( )V t M q t i t= 。 ( )g x 为边界迁移的窗口函数，描述 TiO2 和 TiO2−x 分界面迁移的非线性掺杂动

力学行为，当 ( ) 1g x = 时，掺杂边界为线性迁移。 
由于忆阻器的设计要求较高，直接利用实物忆阻器来研究较为困难，因此，目前通常人们将忆阻器

引入到理想电路中构建理论模型，然后利用数值仿真来分析其特性是较为广泛的一种研究方法[2] [19]。 

3. 结果与讨论 

3.1. 非线性窗口函数 

为了研究忆阻器的非线性特性，科研工作者们提出了许多描述 TiO2 和 TiO2−x 分界面迁移的非线性掺

杂动力学行为的窗口函数模型，借助于这些模型，人们从理论上对忆阻器开展了相关研究，了解了相应

的伏安特性。下面首先就这些窗口函数进行一些分析和讨论。 
最早在 2008 年 Strukov 等人就提出了一个窗口函数[3]： 

( ) 2g x x x= −                                       (6) 

该窗口函数没有内部调整参数，缺乏灵活性，不能满足条件 ( )max0 1g x≤ ≤ ，也无法提供掺杂线性与

非线性迁移之间的联系。随后，2009 年 Joglekar 等人提出了描述非线性掺杂剂迁移特性的窗口函数[20]： 

( ) ( )21 2 1 pg x x= − −                                    (7) 
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其中引入了一个取正整数的内置控制参量 p。该窗口函数虽然引入了一个内部控制变量，使得模型

有一定的调控灵活性，但在掺杂剂耗尽( 0ω → )或者饱和( Dω → )时， ( ) 0g x ≡ 不再变化，这使得模型出

现了“终态问题”。接着，Biolek 等将电流与掺杂迁移联系起来提出如下函数[21]： 

( ) ( )
( )
( )

2
1 sgn

sgn 1 0

sgn 0 0

p
g x x i

i i

i i

 = − − − 
 = ≥


= <

                               (8) 

该窗口函数将忆阻器电流 ( )i t 引入到窗口函数中，虽然较好地解决了“终态问题”，但是该窗口函

数不满足非线性连续变化的条件。Prodromakis 等人在 Strukov 窗口函数的基础上提出了包含两个控制参

量的窗口函数[22]： 

( ) ( )21 0.5 0.75
p

g x q x  = × − − +   
                           (9) 

其中引入 q、p 两个内部参数能使得该模型具有很好的灵活性，但没有解决终态问题。 
由上可见，这些窗口函数都不能很好地解决终态问题和调控的灵活性，因此我们最近提出了一种基

于正弦函数的窗口函数模型，较好的弥补了这两个方面的缺陷，模型方程如下： 

( ) ( )
1

sin πpg x q x= ×                                  (10) 

该函数解决了终态问题，又因为引入了 q、p 两个内部参数具有良好的灵活性。本文中，我们以此新

的窗口函数为研究对象，分别选取内置参数 q、p，以及掺杂区与忆阻器宽度的比值 x 作为控制参量，考

察窗口函数的伏安特性以及其动力学行为。其他参数取值为： 81 10D −= × ， 141 10Vµ
−= × ，时间步长取

dt = 0.0002。利用龙格库塔法对上述方程(1-5)式及(10)式进行数值积分，记录忆阻器两端电压 ( )V t 和通过

忆阻器的电流 ( )i t ，以及忆阻值随时间的演化结果，进行相关分析。 

3.2. 伏安特性曲线 

首先，我们选取参数 off onM Mα = 为控制变量，引入激励电压 ( ) ( )1.2sin 2πV t ft= ，考察系统伏安特

性随着相应参数变化的行为和规律。其他相关参数分别固定为 x = 0.25，f = 0.05 Hz，Mon = 1 Ω。调节完

全无掺杂以及完全掺杂时忆阻器阻值之比 α的值，选取几个有代表性的 α = 6、10、20、40、60、80、100
等，记录系统在不同的完全无掺杂以及完全掺杂时阻值的比值 α 下伏安特性曲线如图 2(a-b)所示。从图

1 中可以看出，当 α的值较小时，曲线由“8”字型退化为一条斜直线，如图 1(a)中 α = 6 所示。而随着 α
的增大，均呈现出不同的迟滞回线特性。 

其次，设置 α = 160，f = 0.05，在 ( )0,1x∈ 范围内调节 x 的大小，选取几个有代表性的 x = 0.1、0.2、
0.4、0.6、0.8、0.9，记录系统在不同的掺杂区和总宽度之比 x 下的伏安特性曲线如图 2(a, b)所示。从图

2 中可以看出，x 取值不宜过大，否则曲线会退化为斜直线，如图 2(b)中 x = 0.9 所示。只有当 x 取值适当

时，忆阻器具有灵活多变的伏安特性和复杂多样的动力学行为。 
再次，我们固定设置 α = 160，x = 0.25，调节外接电压频率 f 的值，选取几个有代表性的 f = 0.1、0.2、

0.3、0.4、0.5、0.6、0.8、1，记录系统在不同的频率下的伏安特性曲线如图 3(a, b)所示。从图 3 中可以看

出，当 f 的值较小时，伏安曲线会退化成一条斜直线，如图 3(a)中 f = 0.1 所示。而 f 取其他值时均呈现出

较好的伏安特性。另一方面，随频率 f 值的增大，曲线逐渐趋向于一条直线。 
最后，设置 81 10D −= × ， 141 10vµ −= × ，调节内置参数 p = 0.5，q = 3，分别考察当 α，x 和 f 三参数 
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Figure 1. Current-voltage curves with different α values. 
图 1. 不同的 α下忆阻器伏安特性曲线 

 

   
Figure 2. Current-voltage curves with different x values. 
图 2. 不同的 x 下忆阻器伏安特性曲线 

 

   
Figure 3. Current-voltage curves with different f values. 
图 3. 不同的频率 f 下忆阻器伏安特性曲线 
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中固定两个参数不变，改变第三个的值，记录相应的伏安特性曲线。模拟结果如图 4所示。(i)固定 x = 0.25，
f = 0.05 Hz，选取 α = 3、10、30、60、160 等值，(ii)固定 α = 160，f = 0.05 Hz，x = 0.1、0.5、0.6、0.8；
(iii)固定 x = 0.25，α = 160，f = 0.1、0.2、0.4、0.8。所得结果如图 4(a)-(c)所示。若改变内置参数 p，q 重

复上述内容，均能得到类似结果。我们发现其伏安曲线出现“8”字型的迟滞回线，且随着频率的增加其

迟滞曲线逐渐趋于一条直线，上述模拟结果表明，(10)式对应的窗口函数能较好地与 Strukov 等人在物理

上实现的电子元件的非线性特性相吻合，且引入的内置参数 p，q 使得窗口函数的伏安特性具有较好的灵

活可控性。这些变化规律与特征，均与 HP 忆阻器的非线性特性在定性上相吻合。 

4. 总结 

综上所述，本文中我们采用基于正弦函数而引入新的窗口函数，调节相应的控制参量，研究了模型

的伏安特性曲线的演化规律。通过数值模拟发现，该窗口函数有效地改善了现有函数的两点不足之处；

引入一定频率的外部刺激信号，并通过改变相应的控制参数 α、f、x 和窗口函数的内置参数 p，q，发现 
 

 
 

   
Figure 4. Current-voltage curves with different parameters values. (a) x = 0.25, f = 0.05 Hz, α = 3, 10, 30, 60, 160. Cur-
rent-voltage curves with different α values. (b) α = 160, f = 0.05 Hz, x = 0.1, 0.5, 0.6, 0.8. Current-voltage curves with dif-
ferent x values. (c) x = 0.25, α = 160, f = 0.1, 0.2, 0.4, 0.8. Current-voltage curves with different f values 
图 4. 忆阻器伏安特性曲线在不同参数下变化示意图。(a) x = 0.25, f = 0.05 Hz, α = 3, 10, 30, 60, 160。不同 α下忆阻器

伏安特性曲线。(b) α = 160, f = 0.05 Hz, x = 0.1, 0.5, 0.6, 0.8。不同 x 下忆阻器伏安特性曲线。(c) x = 0.25, α = 160, f = 0.1, 
0.2, 0.4, 0.8。不同频率 f 下忆阻器伏安特性曲线 
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窗口函数的伏安特性具有较好的灵活可控性。由于忆阻器具有良好的记忆能力和逻辑运算功能，将来有

望作为突触连接应用于人工神经网络、智能计算、人工突触等诸多领域[23]。因此，我们的研究结果将会

帮助我们深入了解忆阻器的非线性特性，为日后进一步探究理解忆阻器的调控机理和研发具有特定功能

的电子器件都有一定的理论意义和指导作用。 
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