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Abstract 
We use the tight-bonding model to study the topological flat band in a triangular lattice. Under a 
staggered magnetic field with zero total flux through the unit cell, the topological nearly flat band 
with a large band gap and nonzero Chern number can be obtained by manipulating the next near-
est neighbor hopping and staggered flux. This topological flat band carries a high Chern number C 
= 2, which can yield an integer quantum Hall effect. 
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摘  要 

本文采用紧束缚模型研究三角晶格中的拓扑平带。在模型中引入净磁场为零的交错磁场，通过改变格点

之间的次近邻跃迁强度和交错磁通的大小能够得到具有大带隙且拓扑非平庸的近平带结构。此拓扑平带

的高陈数C = 2，进而可以产生稳定的整数量子霍尔效应。 
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1. 引言 

量子霍尔效应自发现以来引起了人们广泛的关注[1] [2]。之后，人们开始对无磁场格点模型的整数和

分数量子霍尔效应做了大量的研究工作。Haldane 模型[3]就是其中最著名的一个例子，它是建立在半满

填充的蜂窝状晶格上的，由于模型中引入了净磁场为零的非均匀磁场，整数量子霍尔效应可以稳定存在，

而且霍尔电导等于一个拓扑不变的陈数。从拓扑学的观点看，Haldane 模型可以视为广义的整数量子霍尔

效应，但是这些体系的单粒子能带都是色散的，它们不支持分数激发，故在这些体系中不能实现分数量

子霍尔效应。然而，如何在格点模型上实现分数量子态，现在还不清楚。要在格点模型上实现分数拓扑

态的关键在于实现拓扑非平庸的近平带结构。在实际材料中，严格的平带(带宽为零)是非物理的，因此我

们可以放宽限制，只要求带宽远小于带隙宽度即可。 
最近，研究者提出了一系列的拓扑平带格点模型[4]-[14]，有望克服上述困难，从而实现分数量子霍

尔效应。在这些格点模型中，通过调节短程跃迁参数、自旋轨道耦合强度或者交错磁通，可以使能带宽

度变小甚至接近于平带。根据接近于平的能带与朗道能级之间的相似性可以猜测[4]：在这些平带模型中，

考虑到排斥相互作用，分数量子霍尔效应(或者分数拓扑绝缘体)可以稳定存在。 
本文中我们将详细地研究不考虑相互作用的二维三角晶格模型，通过调节次近邻跃迁强度和交错磁

通找到拓扑非平庸的平带结构，从而实现整数量子霍尔效应。在本模型中，由于引入了净磁场为零的非

均匀磁场，整数量子霍尔效应可以稳定存在，而且霍尔电导等于一个拓扑不变的陈数。另外，在通常的

磁场作用下的连续模型中，朗道能级的陈数一般为 1，而在本系统中，还可以实现高陈数，即 C = 2 的拓

扑平带。 

2. 模型和方法 

二维三角晶格模型如图 1 所示，其紧束缚模型哈密顿量为[15]： 

( ) ( )† †. . . .iji
i j i j

ij ij
H t e c c H c t c c H cφ ′= ± + ± +∑ ∑                        (1) 

其中 ij 和 ij 分别表示最近邻和次近邻格点对， ( )†
i ic c 表示第 i 个格点上的消灭和产生算符，最近

邻和次近邻格点上的磁通所产生的相位沿着黑色和红色箭头方向分别为 2φ和φ， ( )t t− 和 ( )t t′ ′− 分别表

示沿着实线(虚线)方向的最近邻和次近邻跃迁强度，如图 1 所示。可以通过久保公式计算霍尔电导[16]： 

( )
( )

2

2

2 Im

m n

x y
xy

E E m n

m n n mieE
S ε ε

υ υ
σ

ε ε< >

=
−

∑ ∑                        (2) 

其中 E 是费米能， S 是系统的面积， mε 和 nε 是本征态 m 和 n 所对应的本征能量， ( ),x yυ υ=υ 为 

速度算符。当费米能级 E 处于能隙之间时，霍尔电导表示为 ( )
2
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Figure 1. The three-band triangular-lattice model, which contains three inde-
pendent sites (A, B, C) 
图 1. 三角晶格示意图，每个原胞内含有 3 个原子，分别用 A，B，C 标记 

 
填充的子能级陈数[16]。 

3. 结果与讨论 

周期性边界条件下，对哈密顿量(1)进行傅里叶变换后可以得到动量空间的系统哈密顿量，再对动量

空间中的哈密顿量进行数值对角化，就可以得到在不同参数下的本征矢量和本征值谱，进而计算出各能

带的陈数。 
计算结果表明，在不同参数条件下三角晶格的能带中都含有三个能带。分别调节交错磁通和近邻跃

迁强度，即调节交错磁通φ从 0 增加到 π，同时使次近邻跃迁强度 t′从 t t′ = − 增加到 t t′ = ，可以得到 12 1W∆

和 23 2W∆ 的相图，如图 2(a)和图 2(b)所示。从图中容易得出，当交错磁通 π 3φ = 时，带隙与能带的带宽

比值出现最大。如图 2(c)和图 2(d)所示，得到了带隙与带宽的比值随次近邻跃迁强度的变化曲线。从图

中可以发现，当交错磁通和次近邻跃迁取 π 3φ = 和 0.14t t′ = 时，带隙与最低能带的带宽比值最大，

12 1 499W∆ ≈ ；而当 π 3φ = 和 0.2t t′ = 时，带隙与中间能带的带宽比值最大， 23 2 48W∆ ≈ ，其中 12∆ 、 23∆ 、

1W 、 2W 分别表示中间能带和最低能带间的带隙、最高能带和中间能带间的带隙、最低能带的带宽、中间

能带的带宽。此时，能带结构如图 3(a)和图 3(b)所示，可以看出，最低能带带宽较小，最高能带的带宽

虽相对较大，一定程度上仍可认为是属于近平带结构。 
由此可以得到，交错磁通 π 3φ = 时，能带中出现了平带结构。通过计算可知此时的能带陈数不等于

零，分别为 lower middle 1C C= = − ， upper 2C = ，因此能带是拓扑非平庸的，这表明通过调控交错磁通可以得

到具有陈数不等于零的拓扑非平庸能带。因此，在接下来的计算过程中选取交错磁通为 π 3φ = ，然后通

过调节次近邻跃迁强度，去寻找拓扑非平庸的近平带结构。考虑到粒子的激发是从低能级向高能级跃迁，

所以期望较低能级会具有拓扑平带结构。 
如图 3(a)和图 3(b)所示，从能带和陈数的数值计算结果可知，当 π 3φ = 和 0.14t t′ = 以及 π 3φ = 和

0.2t t′ = 时，带隙与带宽比值最大，而此时各能级的陈数分别为 lower 1C = − ， middle 1C = − ， upper 2C = ，这

正是我们所寻找的拓扑近平带结构。如图 3(c)所示，通计算系统的霍尔电导发现，带隙间有量子化的霍

尔电导，电导的平台值分别为 2
xy e hσ = − ，和 22e h− ，这对应着整数量子霍尔态。因此可以在拓扑平

带结构中实现零磁场的整数量子霍尔效应。由于该拓扑平带和二维朗道能级的相似性，在此系统中加上

相互作用会有可能实现无磁场的分数激发，从而实现分数量子霍尔态。 

4. 结论 

本文采用紧束缚模型研究了二维三角晶格在次近邻跃迁强度和交错磁通两个参数调控下的能带结构。 
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Figure 2. (a) and (b) The flatness ratio of the band gap to the bandwidth versus magnetic flux and next 
nearest neighbor hopping; (c) and (d) The flatness ratio of the band gap to the bandwidth versus next nearest 
neighbor hopping at a fixed magnetic flux 
图 2. (a)和(b)带隙与带宽的比值随次交错磁通和近邻跃迁强度变化关系；(c)和(d)在给定交错磁通下，

带隙与带宽的比值随次近邻跃迁强度变化曲线 
 

 
Figure 3. (a) and (b) Energy dispersion of nanoribbon in triangular lattice; (c) The Hall conductance 
图 3. (a)和(b) 三角晶格纳米带的能带结构；(c) 霍尔电导 

 
通过调节这两个参数，我们得到了拓扑非平庸的近平带结构，此时能带具有高陈数 C = 2，系统中可以存

在稳定的整数量子霍尔效应，对应的霍尔电导台阶为 22e h 。然而，当进一步考虑到粒子间相互作用时，

系统中有望实现分数激发，进而出现分数量子霍尔效应。 
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