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摘  要 

在弱耦合条件下，我们研究了奇(Uo)、偶(Ue)晶格上不相等Hubbard相互作用的一维非常规t-U-X模型的

量子特质。在四分之一填充时，在 o eU U X, 4 2> 的情况下，不相等的在位排斥相互作用导致umklapp
过程的发生。玻色化和重整化群分析有助于获得基态相图，包括一个单相超导序的金属相和分别具有自

旋密度波和电荷密度波的二个绝缘相。 
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Abstract 
At weak coupling, we examine quantum properties of the one-dimensional unconventional t-U-X 
model with unequal Hubbard interaction at even (Ue) and odd (Uo) lattices. At quarter filling, the 
unequal on-site repulsive interactions have a key effect that leads to the occurrence of umklapp 
processes in the case of o eU U X, 4 2> . The bosonization and renormalization-group analysis helps 
get the ground-state phase diagram, which includes a metallic phase with the singlet superconduc-
tivity instability and two insulating with the spin- and charge-density-wave instabilities. 
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1. 引言 

作为一种开创性的量子模型，一维(1D) Hubbard 模型[1]已被广泛用于描述低维多体系统中的电子关联。

Hubbard 模型构成了我们理解高度相关材料丰富物理的基础，然而，它的标准哈密顿量仅包括与占据无关

的跳跃(t)和在所有位置的等位相互作用(U)。通常，从一个位点到另一个位点的跳跃与这两个位点的电子占

有数有关，这导致了密度相关的跳跃[2] [3] [4]的发生，它描述了位于位点和键上的电荷之间的相互作用，

也称为键–电荷相互作用(X) [5] [6] [7] [8]。U 项和 X 项是通过关注两体势的矩阵元素的不同选择，从相同

的紧束缚模型哈密顿量[1]中获得的。通过利用 Wannier 态 j ， 1U jj r jj= ， 1 1X jj r jj= ± 。在位

置表示中，U 项和 X 项分别对应于势的对角矩阵元素和非对角矩阵元素。一开始，键–电荷相互作用被引

导来解释混合价态材料的低能物理[9]。随后，X 相互作用在不同的背景下得到了广泛的研究[10]-[16]。特

别是，一维 t-U-X 模型[17] [18] [19] [20] [21]的相图研究受到了相当大的关注，其哈密顿量的形式为[17] 

( ) ( )( )† †
, , , , , 1,, ,

, ,
. . . .j j j j j jj j

j j j
H t c c h c U n n X c c h c n nα α α α α α

α α
+↑ ↓

=↑ ↓ =↑ ↓

= − + + − + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑
           (1) 

通过产生( †
,jc α )和湮灭算符( .jc α )，可得到数密度算符 †

, .j jn c cα α= 。U 项描述局域电子，X 项延伸到涉

及最近电子的非局域轨道。此外，在一些络合物中，X 的值可能更大[22]。系统(1)的基态性质引起了人们

的极大兴趣。在半填充时，Aligia 等人展示了一种非常规的绝缘体–超导体转变[17]。Buzatu 展示了在半

填充时，系统不受 X 项的影响，其特征是自旋密度波(SDW)相，而在非半填充时 X 和 U 相互作用相互竞

争，导致基态变成具有几种类型不稳定性的金属相[18]。 
Hubbard 模型被视为相关系统的原型，并解释了许多材料的性质，而这些性质并没有用平均场理论来

解释。相比之下，t-U-X 模型可以描述一系列更多的现象。此外，具有格点间扩展的对角相互作用，

1 1 1V jj r jj= + + ，也被广泛研究[23]-[30]。最普遍的扩展是由 BKS 哈密顿量给出的，它考虑了所有可

能的最近邻耦合[31]。尽管如此，这些模型还是假设任何晶格位点都具有相同的在位相互作用。我们不得

不承认，这个方案既简化了复杂的相互作用，又突出了物理性质。然而，在一些材料中确实存在不同的

Hubbard 相互作用，如 high-Tc La2CuO4，其中 Cu 和 O 位点具有不相等的在位排斥作用[32]。Emery 进一步

将 Cu-O 平面转化为 1D 模型[33]。Japarized 等人通过使用 Cu-O 链的 1D 哈密顿量研究了 Hubbard 相互作用

的不等价性[34]。在本文中，我们扩展了模型(1)，在释放等 Hubbard 能量假说的基础上，选取了奇数和偶

数晶格位点上不同的现场相互作用，分别为 Uo和 Ue。考虑到这一点，该模型可以用哈密顿描述如下： 

( ) ( )†
, , , 1, , , , ,

,
. .j j j j o ej j j j

j j odd j even
H c c h c t X n n U n n U n nα α α α

α
+ ↑ ↓ ↑ ↓

∈ ∈

 = − + + + + + ∑ ∑ ∑
            (2) 

在位排斥影响 umkalpp 散射过程中，人们普遍认为，在 1D 标准情况下( o eU U= )，这种散射仅发生

在半填充时。 0X > ( 0X < )的作用是有利于(阻碍)带有非零电荷的位点的跳跃[8]。在此，我们重点讨论

四分之一填充，且所有参数均为正值( , , , 0o et X U U > )。我们只考虑弱耦合的情况，在这种情况下，玻色
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化和重正化群分析方法可以有效地应用。结果表明，当 Uo和 Ue都大于 4 2X 时，就会出现 umklapp 过

程。这一特征在一维传统 t-U-X 模型(1)中是没有的。量子相图包含一个具有单线超导(SS)不稳定性的金

属相和两个具有自旋密度波(SDW)和电荷密度波(CDW)不稳定性的绝缘相。 
2. 玻色化和重整化群分析 

费米系统的低能特性主要取决于费米表面附近的态。在一维情况下，我们只需考虑费米点附近的激

发。在这种情况下，晶格场算符可以用左移( Lαψ )和右移( Rαψ )分量展开为[35]， 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,exp expj L Rc i j j i j jα α αυ ψ υ ψ+π− π=                          (3) 

其中，j 位点的平均电子填充度定义为 02N Nυ = ，N 电子平均占据 N0 个位点。一维电子系统具有电荷–

自旋分离的特性。umklapp 和后向过程分别影响电荷和自旋激发。相关的 umklapp 散射会产生能隙，从而

导致绝缘态。相反，不相关的过程不能产生间隙，系统就是导体。同样，后向散射的相关性也决定了自旋

间隙的存在。为了突出模型(2)不同于模型(1)的量子特性，我们分析了交替 Hubbard 相互作用对 umklapp 过

程的影响。为此，我们将哈密顿方程(2)中的 Uo和 Ue项重写为另一种等价形式 

( ), , , ,1
2 2

jo e e o
j j j j

j j

U U U U
H n n n n↑ ↓ ↑ ↓

+ −
= + −∑ ∑                         (4) 

通过表达式(3)，上述均匀项和交替在位作用项被转化为手性场的组合 

( )( ){ ( )

( ) }

2 1

2 4

e . . cos
2

e . . . . e . .

i jo e
L R L R R L L R

j

i j i j
L R R L L R L R R R L L

U U
h c

h c h c h c

υ

υ υ

ρ ρ ρ ρ ψ ψ ρ ρ θ

ρ ρ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

− −
↑ ↑ ↓ ↓ ↓ ↓ ↑ ↑

− −
↓ ↓ ↑ ↑ ↓ ↑ ↑ ↓ ↑

π

π π
↓ ↑ ↓

+  + + + × + + 

     + + + + + + +    

∑ †

† † † † †

       (5) 

( ) ( )( ){ ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) }

1 2

1 2 1 4

1 e . .
2

e . . 1 . . e . .

j i je o
L R L R L R R L

j

ji j i j
L R R L R L L R R R L L

U U
h c

h c h c h c

υ

υ υ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ψ ψ

ρ ρ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

− −
↑ ↑ ↓ ↓ ↑ ↑ ↓ ↓

− − − −
↓ ↓ ↑ ↑ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑

π
↓

π

π

−  − + + + + + 

    + + + + − + + +    

∑ †

† † † † †

   (6) 

这里 †
, , ,L L Lα α αρ ψ ψ= 和 †

, , ,R R Rα α αρ ψ ψ= 。(5)和(6)中携带振荡因子的最后一项描述了我们最关心的

umklapp 过程。显然，只有在 1 2υ = 或 1/4 时，这两个项才会有区别，这表明 umklapp 过程要么发生在半

填充时，要么发生在四分之一填充时。在连续极限中，晶格场算符可以由连续场代替： ( ) ( ), ,L Lj xα αψ ψ→ ，

( ) ( ), ,R Rj xα αψ ψ→ 。这些手性费米子算子又可以用一对对偶玻色算子 µφ 和 µθ 来表示[35] 

( ) ( ) 2,
, e

2
c s c siL

L x
a

φ αφ θ αθα
α

η
ψ − + + +=

π
                              (7) 

( ) ( ) 2,
, e

2
c s c siL

R x
a

φ αφ θ αθα
α

η
ψ + − −=

π
                              (8) 

其中 ( )α = ↑ ↓ 对应于 1 (−1)的值。hermitian 因子 ,P αη 保持了不同费米子的反对易关系， ,P L R= 。玻色场

µφ 和 µθ 遵循 ( ) ( ) ( ), sgn 2x x i x xµ µ µµθ φ δ′ ′′ ′  = π −  。玻色化方法[35] [36] [37]已被广泛应用于一维量子系

统，其中的物理现象分别由自旋( sµ = )和电荷( cµ = )通道描述。 

按照惯例，电荷–自旋耦合项在弱耦合机制中作为一个强无关算子可以省略[38] [39] [40] [41] [42]。
在这一方法中，哈密顿(2)被转换为用独立电荷场和自旋场来表示： 

( ) ( )2 2131
2 2 2 2

,
d cos 8 d cos 8 d

2 2 2s c
c s

ggH x x x K x K x
a a

µ
µ µ µ µ

µ

υ
φ φ φ θ−⊥⊥

=

 = + +
π π

∂ + ∂  π∑∫ ∫ ∫


         (9) 
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1g ⊥ 和 3g ⊥ 项分别对应后向过程和 umklapp 过程。参数 µυ 和 Kµ 的关系是 FKµ µυ υ= ，费米速度

( )12 sinF tυ υ−= π 。自旋和电荷 Luttinger 参数 Kµ 主导着关联函数的衰变行为。g 和 K 的振幅由相互作用

和填充决定，计算公式为 

( )1 8 cos
2

o eU U
g X υ⊥

+
= − π                                 (10) 

3 ,1 2 ,1 42 2
o e o eU U U U

g υ υδ δ⊥

+ −
= − +                               (11) 

( )1 4 cos
4

o e
s

U U
K X υ

+
− = − π                                 (12) 

( )1 4 cos
4

o e
c

U U
K X υ

+
− = − + π                                (13) 

除了谐振项之外，哈密顿方程(9)中还有余弦项，它们对电荷隙和自旋隙的存在与否有重要影响。这

对应于已知正弦–戈登(SG)模型的重整化群(RG)分析[35]。根据初始 g 和 K 之间的关系，该模型的低能

激发有两种不同类型的区域： 
1) 对于 ( )2 1K g− < ，RG 流被限制在强耦合区域。表征后向过程或 umklapp 过程的余弦项变得相关，

自旋或电荷扇区出现了间隙。为了最大限度地减少基态能量，当 0g > 时， µφ 场被固定在期望值 8π 附

近；而当 0g < 时， µφ 场固定在 0 周围[39] [40]。 
2) 对于 ( )2 1K g− ≥ ，系统处于弱耦合区域。随着长度尺度的增大，余弦项被重正化为无关项。激

发时没有间隙，并且 µφ 场不会被固定。 

3. 基态相图 

在本文中，我们只考虑四分之一填充。从方程(10)和(12)可以看出，存在 ( ) 12 1sK g ⊥− = 的关系。这在

物理上来自自旋扇区中的 SU(2)对称性，并且流沿着 RG 流图的分界线的方向进行。自旋间隙在 1 0g ⊥ < 时

打开，在 1 0g ⊥ ≥ 时关闭。因此，自旋间隙相变发生在： 

8 2o eU U X+ =                                     (14) 

在无自旋带隙的情况下，定点取
* 1sK = 的值。 

在具有较低 U(1)对称性的电荷通道中，情况变得有些复杂。电荷流偏离了分界线，有了更多的选择。

根据 RG 分析，电荷激发在以下条件下是大质量的： 

8 cos
2 4 2

o e o eU U U U
X π+ −

− + <                               (15) 

同样地，它对应于不等式关系 { }max 4 2 ;o eU X U> 或 { }max 4 2 ;e oU X U> 。电荷场的相应期望值为

8cφ = π 或 0cφ = 。无论哪种情况，都会出现 umklapp 散射。 
与不等式(15)相反的是 

8 cos
2 4 2

o e o eU U U U
X π+ −

− + ≥                               (16) 

描述了弱耦合区域，在该区域内，电荷激发是无质量的。重正化流最终归零，umklapp 过程消失。

由此可见，电荷隙过渡的边界有两个分支。对于 4 2eU X≤ ，为 

4 2oU X=                                       (17) 
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而在 4 2oU X≤ ，为 

4 2eU X=                                       (18) 

在无电荷间隙区，除了边界(17)和(18)外，不动点的特征是
* 1cK > 。 

通过了解每个扇区中的转变，现在可以确定相位区域。首先，我们排除了键位不稳定性的存在，因

为它们只出现在半填充的情况下[41]。因此，我们只需要考虑在位密度波和超导不稳定性，相应的序参量

由玻色子场定义为： 

( )~ exp 2 cos 2SS c sO i θ φ                                 (19) 

( )~ exp 2 sin 2TS c sO i θ φ                                 (20) 

( )~ cos 2 2 sin 2SDW c sO jφ υ φ+ π                              (21) 

( )~ sin 2 2 cos 2CDW c sO jφ υ φ− π                              (22) 

与标准情况一样，前两个参数与奇数和偶数位置无关，描述的是 SS 和 TS 相关性。而后两者描述的

是 SDW 和 CDW 相关性，依赖于位置的奇偶性：在奇数位点，它们的计算公式为： 

~ sin 2 sin 2o
SDW c sO φ φ                                  (23) 

~ cos 2 cos 2o
CDW c sO φ φ                                  (24) 

在偶数位置，它们的形式为： 

~ cos 2 sin 2e
SDW c sO φ φ                                   (25) 

~ sin 2 cos 2e
CDW c sO φ φ                                   (26) 

通过上述分析得出了相图(图 1)，该相图分为五个区域，包括三个不同的相。 
 

 
Figure 1. Phase diagram of the model (2) at quarter filling and 
at weak coupling 
图 1. 模型(2)在弱耦合情况下，考虑四分之一填充时的基态

量子相图 
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在 A 和 B 的半间隙扇区中，电荷通道有间隙，而自旋通道没有间隙。这样就无法产生无电荷间隙的

TS和 SS 不稳定性，系统只能是绝缘体。在另一方面， sφ 场是波动的，而 cφ 场是固定的，在 A 中赋予

8cφ = π ，在 B 中赋予 0cφ = 。很容易发现，在 A 区域中，
o
SDWO 和

e
CDWO 取非零值，而在 B 区域中，

非零序参量为
e
SDWO 和

o
CDWO 。为了确定主导序参量，我们借助于相应的关联函数 ( iΓ ) [23]：

( ) 1 1 2lnSDW r r r−Γ ∝ ，而 ( ) 1 3 2lnCDW r r r− −Γ ∝ 。显然，SDW 的不稳定性抑制了 CDW 的不稳定性。基态

处于 SDW 相关性占主导地位的绝缘相。我们分别称它们为 A 区的 o-SDW 和 B 区的 e-SDW。 
在 C 和 D 的全间隙扇区中，自旋和电荷激发都是间隙的。这与 umklapp 和后向散射有关。TS、SS

和 SDW 不稳定性都被抑制。在 C 区域， 0c sφ φ= = ，因此只有 0o
CDWO ≠ 。在 D 区域， 0sφ = ，而

8cφ = π ，因此只有 0e
CDWO ≠ 。该系统是一个具有 o-CDW 或 e-CDW 不稳定性的绝缘体。 

在另一个半间隙扇区 E 中，它的激发与区域 A 和 B 中的激发相反。自旋间隙处处打开，这导致抑制

了 TS 和 SDW 的不稳定性。同时，电荷间隙总是关闭的，从而导致没有 umklapp 过程。这与 Luther-Emery 
(LE)后向散射模型的结构相吻合[42]。另一方面，自旋场的 0sφ = ，而 cφ 场是波动的。因此， SSO 和

,o e
CDWO

可以同时不为零。然而，它们的相关性表现出不同的衰减行为： ( )
*1 cK

SS r r−Γ ∝ ，而 ( )
*
cK

CDW r r−Γ ∝ 。由

于
* 1cK > ，基态表现出具有以 SS 相关性为主导的 LE 金属特征。 

4. 总结 

我们研究了一维扩展 Hubbard 模型，除了额外的键荷排斥相互作用外，在位排斥作用考虑了在奇数

和偶数位置不相等的情况。相比之下，本项研究可以提供对在位电子的更一般的描述。此外，所涉及的

模型还与一些实际材料有关。因此，无论是理论还是实验，我们的考虑都是必要的。通过玻色化方法，

将费米子哈密顿量转化为玻色子形式，通过两个独立的自旋场和电荷场可以方便地阐明基态性质。在自

旋–电荷分离的假设下，该模型的红外行为可以用 Sine-Gordon 模型来说明，并且自旋隙和电荷隙可以独

立存在。与此相关的后向和 umklapp 过程的出现可以通过重整化群分析来实现。结果表明，在四分之一

填充的情况下，不相等的哈伯德斥力对 umklapp 散射有关键影响，在 4 2,o eU U X> 的情况下会发生

umklapp 散射。这不仅存在电荷隙转变，还存在自旋隙转变。如上图 1 所示：完整的相图由五个区域组

成，分别包括三个不同的相。在以 Uo为纵坐标，Ue为横坐标的平面上，相图相对于 o eU U= 线是对称的，

这从物理角度看是一个自然的结果。由于所考虑的模型满足晶格平移不变性，当交换 Ue 和 Uo 参数时，

哈密顿(2)保持不变。因此，无论是 o eU U> 还是 o eU U< ，基态结构必须是相同的。电荷–间隙相变线

4 2oU X= 和 4 2eU X= ，交点所围成的区域被划分为金属相和绝缘相，而自旋–间隙相变线

8 2o eU U X+ = 则把绝缘项分别划分为以 CDW 为主导的全隙相和以 SDW 为主导的半隙相。这种现象不

同于传统的 t-U-X 模型的特点。该项研究有望增加对低维多体问题的理解。 
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