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Abstract: In this paper, the boundary function method is proposed for the coding scheme design to solve quantized 
problem of multi-agent system under a general unbalanced directed network. The multi-agent system can achieve 
weighted average consensus as long as the directed unbalanced network is strongly connected. Moreover, via choosing 
a generalized quadratic Lyapunov function, this paper analyzes the convergence of the system. 
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摘  要：基于有限水平的边界函数量化策略，本文主要研究了有向非平衡网络多个系统的加权平均一致性问题。

研究发现只要固定拓扑有向网络强连通，系统能够实现加权平均一致。并且通过构造广义李雅普诺夫函数对系

统的收敛性进行分析。 
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1. 引言 

近年来，在过去十多年中，学者们已经从各个方

面对网络化多个体系统的一致性[1]进行了广泛研究，

并取得了富有成效的进展。在无人机编队、卫星编队、

卫星的轨道约束、水下机器人等等。这些都是以精确

信息通信为前提，并且大部分情况下都需要无限的带

宽，就会造成能量的浪费。此外，在实际通信网络中，

网络数字通道具有有限带宽，因而必须对有限的信息

在发送给其邻居个体之前就要进行量化，这使得网络 

中个体间只能基于量化信息进行通信，因而如何设

计有效的量化一致性算法，使得在这种算法下个体

就能表现出一致性行为，而这个课题已经成为多个

体系统的一致性问题的新热点。如无向图中带有均

匀量化器的一致性[2]，无向图中带有对数量化器的一

致性[3]，有向非平衡图中带有均匀和对数量化器的一

致性[4]，有向非平衡图和平衡图的切换网络的一致性
[5,6]。 

鉴于此，在文献[7]的基础上重新考虑了有向非平
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衡网络的固定加权拓扑，同时进一步确定了文章中没

有给出的两个正定矩阵，使得其更具有一般性。 
本文结构安排如下：第二部分给出基本概念和预

备知识；第三部分给出要描述的问题和分布式边界函

数的量化协议；第四部分给出一致收敛性的证明；最

后给出文章的总结。 

2. 基本概念和预备知识 

2.1. 基本概念 

1) 
1 1
max

n

iji m j
A a

∞ ≤ ≤ −

= ∑ ， m n
ij m n

A a R ×

×
 ∈ ∈   

2) 向量 ( )T
1, , Nx x x=   

3) ( ) ( )max minδ δ⋅ ⋅和 分别表示该矩阵最大和最小

奇异值 
4) 边界函数的定义[7]：若函数 f 是实数集 s 上的

边界函数，则对任意的 0k ≥ 满足 

( ) ( ) ( ){ }sup :f k s k s S≥ ⋅ ∈  

2.2. 预备知识 

图 (Graph)是一组点和边的集合。常用 G = 

( ), ,Wν ε 来表示一个有向网络，其中非空集合

{ }1,2, ,v N=  表示节点的集合，在控制理论中也表示

个体。 ( ){ }, : ,i j i j vε = ∈ 表示所有节点对组成的边的

集合。若有向图 G 中有序节点序列 ( )1 2, , , ri i i 满足

1j ji ie e ε
+
∈ ，其中 { }1,2, , 1j r∈ − ，则称这个有序节点

序列为有向图G 中的一条有向路径或强路径。若有向

图G 中任意不同的两个节点之间都存在一条强路径，

则称图G 为强连通图。 N N
ijW w R × = ∈  称为图G 的

有权邻接矩阵。 
假设 1：有向图G 是强连通的，其对应的邻接矩

阵 N N
ijW w R × = ∈  满足存在 ρ ，即所有 

1 0, 1,2, ,
i

ii ij
j N

w w i N
∈

= − > ∈∑  ，并且 

{ } { }0 ,1 ,ijw i jρ∈ ≠ 。且根据 Perror-Frobenius 定理[8]

知：若邻接矩阵W 是一个具有正对角元素的随机矩阵，

图G 是强连通的，则 1 是W 的代数重数为一的最大特

征值，且特征值 1 存在唯一一个正的归一化左特征向

量为 [ ]T1 2, , , Nπ π π π=  满足 T T ,Wπ π=  
T

1
1

N

i
i

π π
=

= =∑1 和 Tlim k

k
W π

→∞
= 1 ，其中 

( )T1,1, ,1 NR= ∈1 。 

3. 问题描述和基于边界函数的量化一致性

协议 

1) 考虑多个体系统的一个个体集合 { }1,2, , Nν =  ，

其中每个个体满足如下一阶积分器动力学方程： 

( ) ( ) ( )1 ,
0,1,2, , 1, 2, ,

i i ix k x k u k
k i N

+ = +

= = 

          (1) 

其中 ( )ix k 表示个体 i 在 k 时刻的状态， ( )iu k 表示个

体 i 的控制输入或协议。 
给出在时间 k 的基于边界函数的量化器 

( ) ( )( ), ,Q c k f k R [7]，其中 ( )c k 表示包含所有量化数

目组成区域的中心， ( )f k 表示区域的半径， R 表示

通信信道率，并且量化器Q 把区域 

( ) ( ) ( ) ( )( ),c k f k c k f k− + 分成 2R 个间隔，即满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )

, 1

0, , 2 1
2

2

l

R

R

c k f k k l c k f k k l

l
f k

k

µ µ

µ

Ι = − + − + +

= −

=

  

2) 编码协议[7]： 

( ) ( )( ) ( ),l lW k y k l y kε= = ∈Ι  

其中 ( )W k 表示符号码， ( )ε ⋅ 是编码器 

解码协议： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ 0.5ly k D W k c k f k W k kµ= = − + +  

其中 ( )D ⋅ 是解码器， ( )ŷ k 是 ( )y k 的估计值。 

注解 1：从上面的协议中得到估计误差 

( ) ( ) ( )ˆe k y k y k= − 满足： 

( ) ( ) ( )2 2Re k k f kµ≤ =         (2) 

3) 量化一致性算法 
根据量化协议，提出以下一致性算法 

( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ
i

i ij ij ii
j N

u k a w x k x k
∈

= −∑ [4]      (3) 

由(1)和(3)得： 

( ) ( ) ( ) ( )1x k Px k a W kσ+ = + Ι −      (4) 

由于矩阵W Ι和 是随机矩阵，则 

( ) ( )1 N N
ijP a aW p R ×= − Ι + = ∈ 其中 ( ]0,1a∈ 是随机

矩阵 

( ) ( ) ( )ˆk x k x kσ = −  
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注解 2：由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T1x k Px k a W k x kπ π π σ π+ = + Ι − =  

得，保证了整个网络具有加权平均一致不变性。 
令一致性误差 ( ) ( ) ( )T1k x kδ π= Ι − ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1k P k a W kδ δ σ+ = + Ι −      (5) 

假设 2： 

( ) ( )
1

0 max 0i xi N
x x c

∞ ≤ ≤
= ≤  

且 

( ) ( )
1

0 max 0
i N

cδδ δ β
∞ ≤ ≤
= ≤ ≤  

定理 3[4]：如果 ( ) kkδ βα≤ ， 0β > ， 0 1α< < ，

( ) ( ) ( )ˆ 1 0 0c k x k c= − =且 ， 

已知 ( ) ( )
( )

( )
1

1 21
2 1 22

kR
x

Rk RR k

cf k
αβ α
α−

−+
= +

−
， 

则得：
( )
( ) ( ) ( )

k

i i

f k

x k c k f k

α β≥

− ≤
。 

注解 3：根据量化器的定义可以用来量化 

( ) , 1,2, ,ix k i N=  。 
4) 一致收敛性分析 
定理 4[4]：(1) 假设 1 和假设 2 都成立； 

max
1

max i
i N

π π
≤ ≤

= ； min1 0aη ρπ> = > ； min
1

min i
i N

π π
≤ ≤

=  

(2) 令
( )

( ) ( )

1 2

1 2

diag , , ,

diag , , ,
2 1

N

N

D

Q
N

π π π

η π π π

=

=
−





 

则 ,D Q是对称且正定矩阵 
T 0P DP D Q− + <            (6) 

( ) ( )max minD Q Dδ δ− <          (7) 

1 2Rα<                 (8) 

( ) ( ) ( )
( )

( ){ }

TT 1 2

T
min

22

2 2

min 1, 2

R R

R

P D W W D W

P DP D Q

P w W

δ

− −

∞

− −

Ι − + Ι − Ι −

− +

< − Ι −

 (9) 

满足： 

( )
( )

( )
( ) ( )

1
2

max

min

2 1
1

2 1 2 1

R

R R
x

cD Q
w

D c c
δ

δ

α αδ
α

δ α α

− −
> ≥ =   − + + 

 

(3) 定理 3 
若上述(1)~(3)都成立，则(1) ( ) 1kkδ βα +≤ (2)系统

(4)得到加权平均一致性 

( ) ( )
1

lim 0
N

i ik i
x k xπ

→∞ −

 =  
 
∑ 1  

证明：由假设 1 得到 ( ) ( )
1

1 0 max 0ii N
cδδ δ β°

∞ ≤ ≤
= ≤ ≤ ， 

当公式成立时， ( )2 kkδ βα°
∞
≤ 由(9)，存在 1γ > 得 

( ) ( ) ( )

( )
( ){ }

TT 1 2

T
min

22

2 2

1 min 1, 2

R R

R

P D W W D W

P DP D Q

P w W

δ

γ

− −

∞ ∞

− −

Ι − + Ι − Ι −

− +

< < − Ι −

 (10) 

由于 ( ) ( ) ( ),kk k f kδ βα δ≤ ≤  
分类第一种情况 ( ) ( )1

2f k kγ δ
∞

< ，从(10)的左

边得： 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
min

2

2

2 0

T T R

T R

P DP D Q P D W

W D W

δ γ − −

∞

−

∞

− − + + Ι −

+ Ι − Ι − <
 (11) 

(11)式两边都乘以 ( )2f k 得： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 T 1
min

2 T

T2 2

2 2

2 0

R

R

f k P DP D Q

f k P D W

f k W D W

δ γ −

−

∞

−

∞

− − +

+ Ι −

+ Ι − Ι − <

   (12) 

由于 ( ) ( )1 2f k kγ δ
∞

< 和 ( ) ( )2 Rk f kσ −
∞
≤ ，得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2T
min

T

2T

2

0

P DP D Q k

k P D W k

f W D W k

δ δ

δ σ

σ

∞

∞

∞

− − +

+ Ι −

+ Ι − Ι − <

   (13) 

由(12)式和(4)式得： 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

T T

T

TT

2

0

k P DP D Q k

k PD W k

k W D W k

δ δ

δ σ

σ σ

− +

+ Ι −

+ Ι − Ι − <

   (14) 

构造李雅谱诺夫函数： 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T

T T

1

1 1

 

0
2 1

V k V k

k D k k D k

P k a W k D P k a W k D k

k D k k Q k
N

δ δ

δ δ δ δ

δ σ δ δ δ

η δ δ δ δ

+ −

= + + −

= + Ι − + Ι − −

≤ − = − <
−
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所以得：
( )
( )

( )
( )

2

max 2
2

min

1k D Q
Dk

δ δ
α

δδ
∞

∞

+ −
< ≤ 即 

( ) ( ) 1 1 11 0 k k kk cδδ δ α α βα+ + +
∞ ∞

+ < < <  

第二种情况 ( ) ( ) 1 2k f kδ γ −
∞
≤ 从(9)的右边即 

( )
1

2 2 RP W wγ
−

−
∞ ∞

+ Ι − <  

两边同乘以 ( )f k ，得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 RP f k W f k wf kγ
−

−
∞ ∞

+ Ι − <  

由 ( ) ( ) ( ) ( )1k P k a W kδ δ σ+ = + Ι − 则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1
2

1

2 R

k P k a k w

P f k f k W

wf k

δ δ σ

γ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−
−

∞

+ ≤ + Ι −

< + Ι −

<

 

又
( )

( )
( ) ( )

( )

1 1

2 1

2 1 2 1

R

R R
x

k k

c
wf k f k

c c

c

δ

δ

δ

α α

α α

α βα+ +

−
=

− + +

= <

 

综上得 ( ) 11 kkδ βα ++ <  
所以 ( ) 0kδ → 当 k →∞则 

( ) ( )
1

lim 0
N

i ik i
x k xπ

→∞ −

 =  
 
∑ 1 。 

5. 结束语 

本文在[7]的基础上，引入了与网络拓扑相关联的

矩阵，研究了有向非平衡图中的量化一致性问题。而

当网络拓扑是平衡时，所得结果即退化为一般的平均

一致性情形。但仍有很多问题有待进一步研究，比如

研究在边界函数的量化信息通信下，存在外在噪声干

扰的网络多个体系统一致性问题。 
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