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Abstract 
At present, many intelligent algorithms have been used for solving the Nash equilibrium. They 
have their own advantages and disadvantages. To overcome local optimum, it designs a hybrid 
Particle Swarm Optimization for solving Nash equilibrium, by combining the crossover operator in 
Genetic Algorithm with the basic Particle Swarm Optimization. Experiments show that the algo-
rithm designed is effective, and it is superior to the immune algorithm, immune Particle Swarm 
Optimization, and basic Particle Swarm Optimization. 
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摘  要 

目前，已有多种智能算法应用于求解Nash平衡，这些算法各有优缺点，为避免粒子群算法在求解Nash
平衡时陷入局部最优，本文将遗传算法中的杂交算子引入基本粒子群算法中，设计了一个求解博弈Nash
平衡的混合粒子群算法。实验表明，设计的算法具有较好的性能，优于免疫算法，免疫粒子群算法与基

本粒子群算法。 
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1. 引言 

粒子群优化(Particle Swarm Optimization, PSO)算法是由 Kennedy 和 Eberhart 于 1995 年率先提出的，

源于对鸟群或鱼群捕食过程的模拟。目前，粒子群优化算法已经在多个领域中得到应用[1] [2] [3] [4] [5]。 
Nash 证明了 n 人非合作博弈 Nash 平衡的存在性[6]，但迄今未有通用算法来求解所有的博弈模型。

Nash 平衡的求解，最终可归结为求解一个约束优化问题，要得到此优化问题的准确解通常是很难的。然

而在许多实际问题中，我们必须得到此优化问题的一个具体的解。一般采用某些数值方法求其近似，但

数值方法通常要求可导、连续等条件。另一类方法是采用智能算法，这些算法直接对结构对象进行操作，

不要求可导、连续等条件，它们具有内在的并行性和较好的寻优能力，可以自动调整搜索方向，从而较

好地得到优化问题的解。目前，已有多种智能算法用来求解 Nash 平衡，包括遗传算法[7]、启发式搜索

算法[8]、免疫算法[9]、粒子群算法[5]及一些改进的粒子群算法[10] [11]等。 
注意到一方面，求解优化问题时，智能算法后期收敛速度较慢，且容易陷入局部最优；另一方面，

粒子群优化算法容易实现，将之作为博弈演化模型，能够比较合理地解释局中人的行为，即局中人是理

性的，其目标是最大化自己的收益。本文以粒子群算法为基础，引入遗传算法的杂交算子，设计了一个

求解 Nash 平衡的混合粒子群优化算法。实验表明，本文算法的收敛速度优于目前已有的一些算法。 

2. 问题描述 

设在一个 n 人非合作博弈 G 中，局中人 ( )1i i n≤ ≤ 的纯策略集 { }1 2, , ,
i

i i i
i mS s s s=  ，其中， im 是局中

人 i 的纯策略的个数，局中人 i 的支付函数为 iP 。称 ( )1 2, , ,
i

i i i i
mx x x=x  为局中人 i 的一个混合策略，其中

ix 满足 ( )0 1i
k ix k m≤ ≤≥ ， 1 2 1

i

i i i
mx x x+ + + = ，即纯策略集 iS 上的一个概率分布。记局中人 i 的混合策

略集记为 iX 。博弈的混合策略组合可记为 ( )1 2, , , n=x x x x 。在此混合策略组合下，局中人 ( )1i i n≤ ≤ 的

期望支付 ( ) ( )
1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

1 1 1
, , ,

n

n n
n

mm m
n n

i i j j j j j j
j j j

E x P s s s x x x
= = =

= ⋅∑ ∑ ∑   。 

定义 1 [12] 设 ( )1* 2* *, , , n∗ =x x x x 是 n人非合作博弈G的一个混合策略组合，如果对任意 ( )1i i n≤ ≤

及 i
iX∈x ，均有 ( ) ( )i

i iE E∗ ∗≤x x x ，则称 ∗x 是博弈 G 的一个混合策略 Nash 平衡， ( ){ }iE x∗ 为对应的

平衡结果。这里 ( )i
iE ∗x x 是将局中人 i 的混合策略 *ix 换成混合策略 ix 后的期望支付。 

注意到局中人 i 的纯策略 i
k is S∈ 等同于混合策略 ( )0, ,0,1,0, ,0  ，其中第 k 个分量为 1，其余分量

为 0。Nash 平衡具备重要性质[5]： ∗x 是 n 人非合作博弈 G 的一个混合策略 Nash 平衡的充要条件是：对

于每个局中人 i 及每个纯策略 i
k is S∈ ，有 ( ) ( )i

i k iE s E∗ ∗≤x x 。 
特别地，对双矩阵博弈 ( ), ; ,A BΓ x y  (简记 ( ),A BΓ )，其中， ,x y 分别为局中人 1 与局中人 2 的混合

策略， ,A B 是m n× 维支付矩阵，即 TAx y 与 TBx y 分别为局中人 1 采取混合策略 x 、局中人 2 采取混合策
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略 y 时，局中人 1 与局中人 2 的期望支付。 
本节余下内容，我们将求解 Nash 平衡问题转化为优化问题。 
我们给每个混合策略组合赋予一个适应度。对混合策略组合 ( )1 2, , , n=x x x x ，根据 Nash 平衡的定

义与性质，定义 x 的适应度 ( ) ( ) ( ){ }
1,2, ,1
max ,0

i

n
i

i k ik mi
f E s E

==

= −∑x x x


 ，这里 ( ) ( ){ }
1,2, ,
max ,0

i

i
i k ik m

E s E
=

−x x


 为

局中人 i 关于混合策略组合 x 的适应度， ( )f x 为所有局中人关于混合策略组合 x 的适应度之和。由 Nash
平衡的性质，混合策略组合 x 为纳什均衡解当且仅当适应度函数在 x 处取得最小值 0。故博弈的混合组

合空间内只有 Nash 平衡点的适应度最小。 
特别地，对双矩阵博弈 ( ), ; ,A BΓ x y ，其中 ,A B 是m n× 维支付矩阵， 混合策略组合 ( ),x y 的适应度

( ),f x y 如下： 

( ) { }{ } { }{ }T T T

1 1
, max max ,0 max max ,0i ji m i n

f A A B B
≤ ≤ ≤ ≤

= − + −x y y x y x x y  

其中， iA 为矩阵 A 的第 i 行所对应的向量， jB 为矩阵 B 的第 j 列所对应的向量。 

3. 混合粒子群算法设计 

在粒子群算法中，优化问题的任一可行解都是搜索空间中的一个粒子，每个粒子都有一个由目标函

数所确定的适应度。粒子群算法首先初始化一群随机粒子(包括初始位置及速度)，然后这些粒子追随当前

的最优粒子在搜索空间中随机搜索，最后通过迭代找到近似最优解[13]。 
每个粒子在搜索时，根据自己的速度、自己搜索到的历史最好点与群体内其他粒子的历史最好点，

进行位置与速度的更新。记 ix 为第 i 个粒子的位置， iv 为第 i 个粒子的速度， ip 为第 i 个粒子经过的最

好点， gp 为群体内所有的粒子经过的最好点。一般地，粒子的位置和速度都在连续的实数空间内取值。

在粒子群算法的迭代中，第 i 个粒子的速度与位置的更新公式如下： 

( ) ( )1
1 1 2 2

k k k k
i i i i g iv v c r p x c r p xω+ = + − + −                             (1) 

1 1k k k
i i ix x v+ += +                                          (2) 

其中， k
iv 是第 i 个粒子在第 k 次迭代时的速度， k

ix 是第 i 个粒子在第 k 次迭代时的位置。ω 是惯性权重，

大小决定了对粒子当前速度继承的多少； 1 2,r r 是 [ ]0,1 区间内的随机数， 1 2,c c 是学习因子。粒子的速度被

限制在一个最大速度 maxV 的范围内。 
杂交(交叉)是遗传算法中的一个非常重要的遗传算子，它同时对两个染色体进行操作，组合二者的特

性产生新的后代。遗传算法的性能在很大程度上取决于采用的杂交运算的性能。可将杂交算子引入粒子

群算法中，基于这一思想，我们设计了一个求解博弈 Nash 平衡的混合粒子群算法。 
在算法中，粒子就是一个混合策略组合，算法如下： 
Step 1 确定学习因子 1 2,c c ，群体规模 N，最大迭代代数 maxk ， maxω ， minω 及精确度 。 
Step 2 随机初始化粒子群及其速度，使每个粒子的第 i 个向量满足 

1 2 1, 0, 1,2, , , 1,2, ,
i

i i i i
m j ix x x x j m i N= = =+ + + ≥    

每个粒子速度的第 i 个向量满足 1 2 0, 1,2, ,
i

i i i
mv v v i N+ + + = =  。 

Step 3 计算各个粒子的适应度，并对粒子按照适应度大小进行排序，适应度小的一半粒子直接进入

下一代 1NextG  (另一半记为 2NextG )，对适应度大的一半粒子进行杂交，杂交之后先对粒子作归一化处

理，使之满足 1 2 1, 0, 1,2, , , 1,2, ,
i

i i i i
m j ix x x x j m i N= = =+ + + ≥   ；并与 2NextG 形成粒子池，计算粒子池
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中粒子的适应度，选择适应度小的一半粒子与 1NextG 形成下一代粒子 NextG 。 
Step 4 计算当前粒子群 kP 中粒子的适应度值及 ( )1, ,ip i N=  ， 并把 gp 作为记忆粒子存入记忆库中。 
Step 5 判断是否满足 ( )gf p < 或 maxk k≥ 。 若满足，则停止并输出迭代次数 , gk p 以及 gp 的适应值;

否则，继续。 

Step 6 利用公式 max min
max

max

k
k

ω ω
ω ω

−
= − ⋅ 计算惯性权重ω 。 

Step 7 按公式(1)与(2)更新 kP 中粒子的速度与位置。 
Step 8 依次检验第 i 个粒子 1k

ix + 是否属于 1 0k
ix + > 。否则，计算控制步长 iα  (此技术来自文献[11])，

并令 1 1k k k
i i i ix x vα+ += + ⋅ ，然后作归一化处理，使得 1k

ix + 回到混合策略组合空间中，形成新一代粒子群体 1kP + 。

然后转到第 3 步。 
关于算法的性能，本文以算法获得 Nash 平衡或其近似解的平均迭代次数来度量。 

4. 数值例子 

本文用文献[9] [10]中给出的 4 个经典的 2 2× 博弈和一个3 2× 博弈(例 1~5)以及文献[7] [10] [11]中共

同给出的一个 3 3× 博弈(例 6)作为算例，用本文给出的混合粒子群算法求解这些博弈。 

例 1 囚徒困境博弈 ( )1 1,A BΓ ，其中， 1

8 0
15 1

A
− 

=  − − 
， 1

8 15
0 1

B
− − 

=  − 
； 

例 2 智猪博弈 ( )2 2,A BΓ ，其中， 2

1.5 0.5
5 0

A
− 

=  
 

， 2

3.5 6
0.5 0

B  
=  
 

； 

例 3 猜谜博弈 ( )3 3,A BΓ ，其中， 3

1 1
1 1

A
− 

=  − 
， 3

1 1
1 1

B
− 

=  − 
； 

例 4 监察博弈 ( )4 4,A BΓ ，其中， 4

0 50
30 30

A  
=  
 

， 4

10 50
60 70

B
− − 

=  
 

； 

例 5 博弈 ( )5 5,A BΓ ，其中， 5

4 6
2 3
3 2

A
 
 =  
 
 

， 5

3 2
1 6
0 8

B
 
 =  
 
 

； 

例 6 博弈 ( )6 6,A BΓ ，其中， 6

1 0 0
0 1 0
0 0 1

A
 
 =  
 
 

， 6

0 1 0
0 0 1
1 0 0

B
 
 =  
 
 

。此博弈具唯一解
1 1 1 1 1 1, , , , ,
3 3 3 3 3 3

    
    
    

。 

利用本文设计的混合粒子群算法求解上述博弈，例 1~5 中算法的参数设置为：群体规模 10N = ，学

习因子 1 21.4962, 1.4962c c= = ，最大迭代次数为 1000，精度设置为 210−= ，其计算结果如表 1~5 所示。

例 6 中精度设置为 610−= ，其余参数不变，计算结果如表 6。 
 

Table 1. Computing result of game ( )1 1,A BΓ  
表 1. 博弈 ( )1 1,A BΓ 的计算结果 

计算次数 迭代次数 局中人 1 混合策略 局中人 2 混合策略 最优适应值 

1 1 (1, 0) (1, 0) 0 

2 3 (1, 0) (1, 0) 0 

3 2 (1, 0) (1, 0) 0 

4 2 (1, 0) (1, 0) 0 

5 1 (1, 0) (1, 0) 0 
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Table 2. Computing result of game ( )2 2,A BΓ  
表 2. 博弈 ( )2 2,A BΓ 的计算结果 

计算次数 迭代次数 局中人 1 混合策略 局中人 2 混合策略 最优适应值 

1 2 (0.0001, 0.9999) (1.0000, 0) 3.2675e−004 

2 2 (0.0025, 0.9975) (1.0000, 0) 0.0087 

3 2 (0, 1.0000) (0.9830, 0.0170) 0.0085 

4 4 (0, 1.0000) (0.9963, 0.0037) 0.0018 

5 2 (0, 1.0000) (0.9831, 0.0169) 0.0085 

 
Table 3. Computing result of game ( )3 3,A BΓ  
表 3. 博弈 ( )3 3,A BΓ 的计算结果 

计算次数 迭代次数 局中人 1 混合策略 局中人 2 混合策略 最优适应值 

1 3 (0.4993, 0.5007) (0.5011, 0.4989) 0.0036 

2 3 (0.5018, 0.4982) (0.5011, 0.4989) 0.0059 

3 2 (0.4986, 0.5014) (0.4997, 0.5003) 0.0035 

4 1 (0.5003, 0.4997) (0.5026, 0.4974) 0.0058 

5 1 (0.4995, 0.5005) (0.5033, 0.4967) 0.0074 

 
Table 4. Computing result of game ( )4 4,A BΓ  
表 4. 博弈 ( )4 4,A BΓ 的计算结果 

计算次数 迭代次数 局中人 1 混合策略 局中人 2 混合策略 最优适应值 

1 8 (0.2000, 0.8000) (0.4005, 0.5995) 0.0066 

2 5 (0.2000, 0.8000) (0.4009, 0.5991) 0.0090 

3 8 (0.1998, 0.8002) (0.4001, 0.5999) 0.0047 

4 6 (0.2002, 0.7998) (0.4002, 0.5998) 0.0095 

5 6 (0.2001, 0.7999) (0.4007, 0.5993) 0.0086 

 
Table 5. Computing result of game ( )5 5,A BΓ  
表 5. 博弈 ( )5 5,A BΓ 的计算结果 

计算次数 迭代次数 局中人 1 混合策略 局中人 2 混合策略 最优适应值 

1 8 (1, 0, 0) (1, 0) 0 

2 6 (1, 0, 0) (1, 0) 0 

3 9 (1, 0, 0) (1, 0) 0 

4 12 (0.9958, 0.0022, 0.0020) (1.0000, 0) 0.0065 

5 10 (0.9975, 0.0024, 0.0001) (1.0000, 0) 0.0048 
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Table 6. Computing result of game ( )6 6,A BΓ  
表 6. 博弈 ( )6 6,A BΓ 的计算结果 

计算次数 迭代次数 局中人 1 混合策略 局中人 2 混合策略 最优适应值 

1 43 (0.3333, 0.3333, 0.3333) (0.3333, 0.3333, 0.3333) 9.4477e−007 

2 48 (0.3333, 0.3333, 0.3333) (0.3333, 0.3333, 0.3333) 8.4302e−007 

3 50 (0.3333, 0.3333, 0.3333) (0.3333, 0.3333, 0.3333) 9.8715e−007 

4 46 (0.3333, 0.3333, 0.3333) (0.3333, 0.3333, 0.3333) 8.0621e−007 

5 42 (0.3333, 0.3333, 0.3333) (0.3333, 0.3333, 0.3333) 9.7314e−007 

 
考虑算法的性能，即获得近似解的平均迭代次数。通过计算实验可知，用本文算法在适应函数精度

210−= 和群体规模 10N = 的情况下，例 1~5 的 5 次计算结果分别需要平均迭代 2 代、3 代、2 代、7 代

和 9 代。在平均迭代次数方面，优于文献[10]用免疫粒子群算法给出的结果(文献[10]中例 1~5 在适应函

数精度 110−= 的情形下，5 次计算结果需要平均迭代 7 代、3 代、4 代、14 代和 15 代)，特别是例 6(本
算法在适应度函数精度 610−= )情况下，5 次的计算结果需要平均迭代为 46，文献[10]在适应度函数精度

为 410−= ，5 次的计算结果需要平均迭 288 代)，本算法有较大的改进，在计算过程中运行速度非常快。

当然，本算法也优于[9]的算法。 

5. 结束语 

本文算法的目标在于找到博弈的一个 Nash 平衡或其近似解。但一个博弈中，可能存在多个 Nash 平

衡，究竟哪个平衡才是最终的博弈结果，本文的算法并没有作这方面的考虑。进一步工作中，我们希望

能够引入一些机制，使得算法找到的平衡点更接近与现实的博弈结果。此外，实验还表明，当局中人纯

策略数增大时，算法的迭代次数呈指数增长。 
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