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Abstract 
In this paper, we deal with the global smooth solution for the fractional nonlinear Schrödinger 
equation with period boundary value. Through some preliminary lemmas of the estimates for 
composite functions, taking the prior estimate method, the existence of the solution is obtained. 
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摘  要 

本文考虑具有周期边界条件的分数阶非线性Schrödinger方程的初值问题，通过引入复合函数的范数估

计等引理，并采用先验估计方法得到问题解的存在性。 
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1. 引言 

Schrödinger 方程是量子力学中的基本方程，经典的 Schrödinger 方程[1]是基于布朗型的积分路径得到

的，将布朗型的积分路径替换为 Lévy 型的量子力学路径时，则得到分数阶的 Schrödinger 方程[2]。 
本文主要考虑如下具有周期边界条件的分数阶非线性 Schrödinger 方程： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

0

 | | 0 0
,0

2π , , 0 

n
t

n

n
i

iu u u u x R t
u x u x x R
u x e t u x t x R t

α ρβ + −∆ + = ∈ >


= ∈
 + = ∈ >

, ,

,

,,,

,

,                 (1.1) 

其中 ( )0, ,0,1,0, ,0 , 1, ,ie i n= =   是 nR 中的一组标准正交基， 1i = − 为虚数单位， ( )0,1 ,α ∈  
, 0Rβ β∈ ≠ 且 0ρ > 为实数。记 ( ) ( )0,2π 0,2π nRΩ = × × ⊂ 。 

当 1α = 时，方程(1.1)为经典的非线性 Schrödinger 方程，并在近几十年得到了大量广泛的研究[3]。
文献[4]证明了其初边值问题弱解的存在唯一性，其光滑解的整体存在性则可以参考文献[5]。郭柏灵、韩

永前和辛杰证明了分数阶非线性 Schrödinger 方程(1.1)的光滑解的存在唯一性[6]，而其中
2
nα > 且 β ，ρ

满足如下条件“若 ρ 为偶数，当 0β > 时， 0ρ > ；当 0β < ，则
40
n
αρ< < ；若 ρ 不是偶数时，当 0β >

时， [ ]2 1ρ α> + ；当 0β < 时， [ ] 42 1
n
αα ρ+ < < ”。本文，在 ,β ρ 满足更弱的条件下，得到了解的存在

性。 

2. 记号及主要结果 

我们先给出一些符号和说明。由于 u 是周期函数，此时可以将 u 利用傅里叶级数展开： 
,e ,

n

i k x
k

k Z

u a
∈

= ∑  

其中， ka 是 u 的傅里叶系数。从而 
,e .

j
n

i k x
x j k

k Z

u ik a
∈

∂ = ∑  

此时可以将分数阶拉普拉斯算子 ( ) uα−∆ 表示为 

( ) 2 ,e .
n

i k x
k

k Z

u k aαα

∈

−∆ = ∑  

令 A 表示如下集合： 

2, 2 2e , , .
n n n

i k x
k k k

k Z k Z k Z

A u u a k a aα

∈ ∈ ∈

 
= = < ∞ 
 

∑ ∑ ∑  

令 Hα 表示集合 A 在如下范数下的完备化， 

( )
1 2 1 2

2
2 .

n n
k kH

k Z k Z

u k a aα
α

∈ ∈

   
= +   
   
∑ ∑  
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显然， Hα 为 Banach 空间。 

下面，函数空间 ( )2L Ω 的范数常记为 ⋅ ，其内积用 ( )⋅ ⋅， 表示； ( )pL Ω 的范数记为 ( )pL Ω
⋅ 。显然

( )2L Ω
⋅ = ⋅ 。令 H α− 表示 Hα 的对偶空间。为了研究问题(1.1)，引入如下 Banach 空间 ( ) ( )2V H Lα ρ+= Ω Ω ，

其范数为 

( ) ( )2 .V H Lv v vα ρ+Ω Ω
= +  

令 X 为具有范数
X⋅ 的 Banach 空间。 

定义：记 ( )0, ;pL T X 为所有可测函数 [ ]: 0,f T X→ 的集合，其范数表示为 

( ) ( )
1

0, ; 0
d , 1 ,

p
p

T p
L T X Xf f t p= ≤ < ∞∫  

且当 p = ∞时， 

( )0, ;
0

lims .upL T X X
t T

f f∞
≤ ≤

=  

记 [ ]( )0, ;C T X 为所有连续函数 [ ]: 0,f T X→ 的集合，其范数表示为 

[ ]( )0, ; 0
max .C T X Xt T

f f
≤ ≤

=  

令 0T > 是一个正常数， ( )C A 为依赖 A 的任意正常数，C 表示任意的正常数，在不同的地方具体的

值不一样。 

本文的主要结果是： 

定理 2.1. 令
2
nα > 且当 0β > 时， 0ρ > ；当 0β < 时，

40
n
αρ< < ，则对任意的 ( )4

0u H α∈ Ω ，则

方程(1.1)存在唯一的整体解 ( ),u u t x= 使得 

( )( ) ( )( )4 20, ; , 0, ; .tu L T H u L T Hα α∞ ∞∈ Ω ∈ Ω  

3. 主要工作 

下面将用到如下的引理： 
引理 3.1. [3] 如果 1 k kβ β+ + = ，则 

( )1
21 1 .kL HLLL

D f D f C f f f fµββ
µ ν µ

ν
∞ ∞∞≤ ∑



    

其中， ( )1, ,f f fµ=  ，且 .表示在表达式中去掉这一项。 
引理 3.2. [7] 设 ( ) ( ) ( )1 2, , , mf x f x f x 都具有 n 阶导数，那么， 1 2 mf f f 也具有 n 阶导数且有公式如

下： 

( )( )
( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 2

1 2

! .
! ! !

mpp p
n m

m
m

ff ff f f n
p p p

= ⋅∑   

其中， 1 2, , , mp p p 是 m 个非负整数，求和Σ是对所有适合 1 2 mp p p n+ + + = 的 1 2, , , mp p p 进行的。 
引理 3.3. [6] 设 0α > ， 0ρ > ，如果 ( ),u u t x= 为方程(1.1)的解，则 

( ) 0 .u t u=                                   (3.1) 

引理 3.4. [6] 令 0α > 。当 0β > 时，设 0ρ > ；当 0β < 时，设
40
n
αρ< < ，则方程的解 ( ),u u t x= 满
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足如下的先验估计： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
2

0 0
0
sup , .L H L

t T
u u C u uρ α ρ

α
+ +Ω Ω Ω

≤ ≤
−∆ + ≤  

引理 3.5. [6] 令
2
nα > ，当 0β > 时，设 0ρ > ；当 0β < 时，设

40
n
αρ< < ，则 u 满足 

( )( ) ( )( )20
0
sup .t H

t T
u u C u α

α

Ω
≤ ≤

+ −∆ ≤                            (3.2) 

下面证明我们在 ,β ρ 满足比文献[6]中更弱条件下对应的先验估计。 

引理 3.6. 设
2
nα > ， 0ρ > ，则方程的解 ( ),u u t x= 满足先验估计： 

( ) ( )( )3
2

0
0
su .p t H

t T
u C u α

α

Ω
≤ ≤

−∆ ≤  

证明：将方程(1.1)关于时间 t 微分，乘以 ttu ，关于空间变量 x 在Ω积分并取其实部可知 

( ) ( )22d d2 , 0.
d dt ttu Re u u u

t t
ρα β −∆ + = 

 
 

由于 

( ) 2 2 2 2 2 2d d d d2 , 1 d d .
d 2 d 4 d dtt t t tRe u u u u u x u u u u u x

t t t t
ρ ρ ρρ ρββ β −

Ω Ω

     = + + +     
     ∫ ∫  

从而 

( )
2 2 22 2 2 2 2d d d d1 d d 0.

d 2 d 4 d dt t t tu u u x u u u u u x
t t t t

ρ ρα ρ ρββ −

Ω Ω

   −∆ + + + + =   
   ∫ ∫  

由此可知 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )3 3

2 2 22 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

3 3 31 1

d d d1 d d
d 2 d 4 d

d d d1 d d d
2

.

d 4 d 4 d

d

t t t t

t t t

t t tL L L

u u u x u u u u u x
t t t

u u x u u u x u u u x
t t t

C u u x C u u C u

ρ ρα

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρββ

ρ ρβ ρββ

∞

−

Ω Ω

− −

Ω Ω Ω

− −

Ω Ω ΩΩ

 −∆ + + + + 
 

 = + + + + 
 

≤ ≤ ≤

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

       (3.3) 

令
1

6 3
nθ
α

= < ，则 ( )1 1 11
3 2 2n

αθ θ = − + − 
 

。由 Gagliardo-Nirenberg 不等式以及不等式(3.2)可知 

( )
( ) ( ) ( ) ( )3

3 3 23 3 1 2 2 2 .t t t t tLu C u u C u C u C
θ θθ α α α−

Ω
≤ −∆ ≤ −∆ ≤ −∆ +            (3.4) 

利用不等式(3.3)和(3.4)得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 22 2 2 2 2

2 222 2
0 0

1 d d
2 4

,0 ,0 d d .

t t t t

t
t t t

u u u x u u u u u x

u x C u u x x C u s Ct

ρ ρα

ρα α

ρ ρββ −

Ω Ω

Ω

 −∆ + + + + 
 

≤ −∆ + + −∆ +

∫ ∫

∫ ∫
            (3.5) 

由引理 3.5 可得， 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

0 0 0,0 , ,d 0t tL HC u u x x C u u x C u α
ρ ρ

∞ Ω ΩΩ
≤ ≤∫                  (3.6) 
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与 

( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 d d
2

d ,

4t t t

t t tL

u u x u u u u u x

C u u x C u u C u

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρββ

∞

−

Ω Ω

ΩΩ

 + + + 
 

≤ ≤ ≤

∫ ∫

∫
                   (3.7) 

而对于(3.5)式右边第一项，先由方程(1.1)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 2
0 0,0 ,0 ,tu x u x u uρα α α β−∆ ≤ −∆ + −∆  

从而可知 

( ) ( ) ( ) [ ] ( )
3 1

22
0 0 0,0 .t H H

u x C u C u uα α

ρα
+Ω Ω

−∆ ≤ +  

由引理 3.1 和引理 3.2 可得到 

[ ] ( )
[ ]

( )

( ) ( ) ( )

( )

[ ] ( ) ( )

1 2

11 2

1 2 1
2

1

11
0 0 0

0 0 0

0 0 .

L

H L

rr r

r r r

H L

C u u C D u

C D

C

C

C

u D u D u

C u u

α

ρ

ρ

α

ρ ρα

ρ

+

+

+
Ω

+ ∞

++

Ω Ω

+ + +

Ω Ω

≤

≤

+

⋅ +

+≤

∑


  

又因为当 1n ≥ 时，
1

2 2
nα > ≥ ，有 [ ]3 1α α≥ + ，所以有 [ ] ( ) ( )1 30 0H Hu C uα α+ Ω Ω

≤ 。进而可知 

( ) ( ) ( )( )3

22
0,0 .t Hu x C u α

α

Ω
−∆ ≤                           (3.8) 

综合(3.5)~(3.8)式，并利用 Gronwall 不等式可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3

2 22 2
0 00

d .
t

t tH Hu C u C u s C uα α
α α

Ω Ω
−∆ ≤ + −∆ ≤∫  

故引理 3.6 得证。 

引理 3.7. 设
2
nα > ， 0ρ > 。则方程(1.1)的解 ( ),u u t x= 满足估计： 

( )( ) ( )( )40
0
sup .tt t H

t T
u u C u α

α

Ω
≤ <

+ −∆ ≤  

证明：将方程(1.1)关于时间 t 二次微分，乘以 ttu ，并关于空间变量 x 在Ω积分取其虚部可知 

( )
2

2
2

1 d d , 0.
2 d dtt ttu Im u u u

t t
ρβ

 
+ = 

 
                          (3.9) 

由于 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
22 2 2

2

2
4 22 3 2

d , , ,
2 4 2d

, , .
4 2 2

tt t tt t tt

t tt tt tt

Im u u u Im u u u u Im u u u u
t

Im u u u u Im u u u u

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρβ ρ β β

ρ ρ βρβ

− −

− −

     
= + + +     

     
 

+ − + 
 

     (3.10) 

(3.10)式右端第一项可以估计为 
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( )
( ) ( ) ( )4 4

2
22

2 2 4 21 1

,
2

d ,

t tt

t tt t tt t ttL L L

Im u u u u

C u u u x C u u u C u C u

ρ

ρ ρ

ρ ρ β

∞

−

− −

Ω Ω ΩΩ

 
+ 

 

≤ ≤ ≤ +∫
 

同理，(3.10)式右端第二项和第三项可以估计为 

( ) ( ) ( )4

2 2
4 22 42 2 3, ,

4 2 4 2
,t tt t tt t ttLIm u u u u Im u u u u C u C uρ ρρ ρ ρ ρβ β− −

Ω

   
+ + − ≤ +   

   
 

(3.10)式最后一项可以估计为 

( ) 22 2 ,,
2 tt tt ttIm u u u u C uρβρ − ≤  

因此 

( ) ( )4

2
4 2

2

d ,
d

.tt t ttLIm u u u C u C u
t

ρβ
Ω

 
≤ + 

 
                      (3.11) 

由(3.9)~(3.11)式可得 

( ) ( )4
22 4 2

0 0
d d ,0 .

t t
tt t tt ttLu C u s C u s u x

Ω
≤ + +∫ ∫                     (3.12) 

令
1

8 4
nθ
α

= < ，则 ( )1 1 11
4 2 2n

αθ θ = − + − 
 

，由此利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式以及引理 3.5 和引

理 3.6 可得 

( ) ( ) ( )( )4 3
1 2

0 .t t tL Hu C u u C u α

θθ α−

Ω Ω
≤ −∆ ≤  

利用方程(1.1)以及引理 3.5 可知 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
4

4

0 0

0 0 0 0 0

2
0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

d,0 ,0
d

d
d

,0

,0

.

tt t

t

tH

H

u x u x u u
t

u u u u u
t

C u C u u C u u x

C u C u u C u x

C u C u u

α

α

ρα

ρ ρα α

ρ ρα α

ρα

ρα

β

β β

β

Ω

Ω

≤ −∆ +

= + −∆ −∆ +

≤ −∆ + −∆ +

≤ + −∆ +

≤ + −∆

         (3.13) 

而由引理 3.1 和引理 3.2， 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) [ ]

( )

( ) ( ) ( )

( )

[ ] ( )

2

11 2

21 2 1

2 2

11 2 2
0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 .

L

rr r

r r r L

H L

u u C u u C D u

C D u D u D u

C u u

ρ

ρ

α

ρ ρ ρα α α

ρ

Ω

+

+

+ ∞

++ +

+ + +
Ω

Ω

−∆ ≤ −∆ ≤

≤ ⋅

≤

∑




          (3.14) 

又因为当 1n ≥ 时，
1

2 2
nα > ≥ ，有 [ ]4 2 2α α≥ + ，所以有 [ ] ( ) ( )2 ]2 40 0H Hu C uα αΩ Ω

≤ 。则由(3.14)式可知 
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( ) ( ) ( )40 0 0 .Hu u C u α
ρα

Ω
−∆ ≤  

从而(3.13)式变为 

( ) ( )( )40,0 .tt Hu x C u α Ω
≤  

利用(3.12)式及 Gronwall 不等式进而推知 

( )( ) ( )( )4 4
2 2

0 00
d .

t
tt tt H Hu C u s C u C uα αΩ Ω

≤ + ≤∫  

又由于 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
2

0
d .
d 2 t t t tL Hu u u uu uu u u u C u u C u
t α

ρ ρ ρ ρρ
∞

−

Ω Ω
= + + ≤ ≤  

利用方程(1.1)，进一步可得估计 

( ) ( ) ( ) ( )( )40d
.d d

dt tt tt Hu iu u u C u C u u C u
t t α

ρ ρα β
Ω

−∆ = − − ≤ + ≤  

故而 

( )( ) ( )( )40
0
sup .tt t H

t T
u u C u α

α

Ω
≤ ≤

+ −∆ ≤  

证毕。 

引理 3.8. 设
2
nα > ， 0ρ > 。则方程(1.1)的解 ( ),u u t x= 满足先验估计： 

( ) ( )( )4
2

0 .Hu C u α
α

Ω
−∆ ≤  

证明：利用方程(1.1)以及引理 3.7 可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )4

2

0 .

t t

H

u iu u u C u C u u

C u C u uα

ρ ρα α α α

ρα

β

Ω

−∆ = −∆ − − ≤ −∆ + −∆

≤ + −∆
          (3.15) 

现在分两种情况来考虑(3.15)式右端第二项的估计。 
先考虑 1α ≠ 的情形。由引理 3.1 和引理 3.2 可推知 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) [ ]
( )

( ) ( ) ( )

( )

[ ] ( ) ( ) [ ] ( )

2

11 2

21 2 1

2 2 2 2

11 2 2

.

L

rr r

r r r L

H L H

C u u C u u C D u

C D u D u D u

C u u C u

ρ

ρ

α α

ρ ρ ρα α α

ρ

+

+

+ +∞

++ +

Ω

+ + +
Ω

Ω Ω Ω

−∆ ≤ −∆ ≤

≤ ⋅

≤ ≤

∑


              (3.16) 

因为当 1n ≥ 时， ( )1 1
2 2
nα α> ≥ ≠ ，有 [ ]4 2 2α α≥ + ，所以由Gagliardo-Nirenberg不等式和引理 3.3得 

[ ] ( ) ( ) ( )2 2
12 21 ,

2HC u C u u u Cα

θ θα α
+

−

Ω
≤ −∆ ≤ −∆ +  

其中θ 满足 
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[ ] ( ) [ ]2 2 2 21 1 4 11 , 1 .
2 2 2 4n n

α ααθ θ θ
α

 + + = + − + − = <  
   

 

联合(3.15)~(3.16)式及上式得 

( ) ( )( )4
2

0 .Hu C u α
α

Ω
−∆ ≤                               (3.17) 

当 1α = 的情形， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4
1 2 2 .L L LC u u C u u C u u C u Du C u C Duρ ρ ρ ρα

∞ ∞
−

Ω Ω Ω
−∆ = −∆ ≤ ∆ + ≤ ∆ +   (3.18) 

令
2 1

4
σ

α
= < ，则 ( )1 2 1 4 11

2 2 2n n
ασ σ = + − + − 

 
，由此利用Gagliardo-Nirenberg不等式及引理3.3可得 

( ) ( )12 21 .
4

C u C u u u C
σ σα α−∆ ≤ −∆ ≤ −∆ +                      (3.19) 

令
1

16 4 4
nδ
α

= <
−

，则 ( )1 1 4 1 11
4 2 2n

αδ δ− = − + − 
 

。再由 Gagliardo-Nirenberg 不等式和引理 3.5 推得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

4

22 2 12

2 2 12 21 .
4

LC Du C u Du

C u u u C

δ δα

δ δα α α

−

Ω

−

≤ −∆

≤ −∆ −∆ ≤ −∆ +
               (3.20) 

综合(3.18)~(3.20)及(3.15)式知 

( ) ( )( )4
2

0 .Hu C u α
α

Ω
−∆ ≤                             (3.21) 

从而由(3.17)式和(3.21)式可知引理成立。 
定理 2.1 的证明： 
根据引理 3.1~3.8，采用 Galerkin 近似逼近方法(参见文献[6])可完成定理 2.1 的证明。 

4. 结论 

在本文中，我们主要讨论了分数阶薛定谔方程，在参数满足比前人更弱的条件假设下，我们得到了

解的存在性。文章主要采用能量方法，利用插值不等式得到解的先验估计，采用 Galerkin 方法得到解的

存在性。下一步我们将对带耗散性方程的分数阶薛定谔方程解的渐近行为进行研究。 
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