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Abstract 
A sliding mode control method is proposed for different structure synchronization of fractional- 
order hyperchaos system. Under the action of the new matrix sliding mode controller, different 
structure synchronization of fractional-order hyperchaotic systems has been realized. Experi-
mental results show that the method has stronger robustness, and furthermore, circuit simula-
tions show the effectiveness of the proposed method. 
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摘  要 

针对分数阶超混沌系统的异结构同步问题，提出了一种矩阵滑模控制方法，设计了一个新的滑模控制器。
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在该控制器的作用下实现了分数阶超混沌系统的异结构同步，实验结果表明该方法具有较强的鲁棒性，

电路仿真证明了控制器的有效性。 
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1. 引言 

近年来混沌被证实广泛存在于物理[1] [2]、生物[3]、通信保密[4] [5]等领域中。从 1979 年若斯勒发

表第一个超混沌系统[6]，人们对超混沌系统研究逐渐深入，对整数阶超混沌系统的研究也取得了诸多成

果。而由于分数阶混沌系统比整数阶混沌系统具有更复杂的动力学特性，因此分数阶混沌系统逐步成为

了近代研究的热点之一，如分数阶 Chen 系统[7]，分数阶 Lorenz 系统[8]，分数阶 Liu 系统[9]，分数阶

Rossler 系统[10]及新的分数阶超混沌系统[11]等。二十世纪九十年代初，美国科学家 L. M. Pecora 和 T. L. 
Carrol 提出混沌自同步方法[12]，至今混沌同步控制方法已经发生了巨大的变化，形成了一系列的同步控

制方法，如脉冲法[13]、自适应法[14]、状态观测器法[15]、神经网络法[16]、滑模变结构法[17]。滑模变

结构法因其有较高的鲁棒性、控制器设计简单等特点被广泛地应用在混沌系统的控制中，用传统的混沌

控制方法与滑模控制理论相结合更是成为近年研究的热点，Jui-sheng Lin [18]等人应用自适应滑模控制方

法实现了混沌系统的同步，同时 Sara Dadras [19]等人也提出了一种新的滑模控制方法，实现了对参数不

确定了 Liu 混沌系统的控制。 
本文基于分数阶稳定性定理和 Lyapunov 稳定性定理将矩阵理论和滑模变换结构控制相结合，设计一

个新的滑模控制器，实现分数阶超混沌系统的异结构同步，利用 Matlab 数值模拟和 Multisim 电路仿真证

明了矩阵滑模控制法的有效性，控制器简单易实现，鲁棒性更强。 

2. 矩阵理论 

微分和积分 Caputo 定义为： 
一个 β 阶的 Riemann-Liouville 积分算子 J β  

( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 d , 0
t

J g t t g tββ τ τ β
β

−= − >
Γ ∫                        (1) 

其中 ( )Γ • 为 Gamma 函数，则 q 阶 Caputo 微分算子 q
tD 定义为： 

( ) ( ) ( ) , 0nq n q
tD g t J g t q−= >                              (2) 

[ ]n q= 为第一个不小于 q 的正整数， ( )ng 为 g 的 n 阶导数。 
分数阶系统如下： 

( )d
d

q

q

X F X
t

=                                     (3) 
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( ) ( )d ,
d

q

q

Y G Y U X Y
t

= +                                 (4) 

其中 0 1q< < ； ( ),U X Y 为非线性控制器。 

( ) ( )
( ) ( )

T
1 2

T
1 2

, , , ;

, , , .

n
n

n
n

X x x x R n R

Y y y y R n R

= ⋅⋅ ⋅ ∈ ∈

= ⋅⋅ ⋅ ∈ ∈  

系统误差量定义为： 

( ) ( ) ( ) ,ne t Y t X t R= − ∈                                 (5) 

则误差系统为： 

( ) ( ) ( )d d d , .
d d d

q q q

q q q

e X Y G Y F X U X Y
t t t

− = − +=                         (6) 

定理 1. 若加入合适的非线性控制器 ( ),U X Y ，使误差系统变为： 

( ) ( )d ,
d

q

q

e A X Y e t
t

=                                     (7) 

其中 ( ) ( )( ), , , , 1, 2,3, ,ij n n
A X Y a X Y i j n

×
= =  ，且满足  

(1) ( ) ( ) ( ), , , 1, 2, , , ,ij jia X Y a X Y i j n i j= − = ⋅⋅⋅ ≠  
(2) ( ) ( ), 0 1,2, ,ii ia X Y i nλ= ≥ = ⋅⋅ ⋅ 且 iλ 不全为 0， 
则分数阶误差系统(6)是渐近稳定，分数阶混沌系统(3)和(4)实现同步。 
驱动系统[20]为： 

( )1
2 1

2
1 1 3 2 4

3
1 2 3

4
1

d
36

d
d

16 28
d

d
3

d
d

0.5
d

q

q

q

q

q

q

q

q

x x x
t
x x x x x x
t
x

x x x
t
x x
t

= −

= − − + −

= −

= +

                               (8) 

响应系统[21]为： 

 

( ) ( )

( )

( )

( )

1
2 1 1

2
1 2 1 3 4 2

3
1 2 3 3

4
1 4

d
35

d
d

7 12
d

d
3

d
d

5
d

q

q

q

q

q

q

q

q

y y y u t
t
y y y y y y u t
t
y

y y y u t
t
y y u t
t

= − +

= + − + +

= − +

= − +

                            (9) 

定义误差 e y x= − ，则误差系统为： 
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( )

( )

( )

( )

1
1 2 1 2 1

2
1 2 4 1 2 4 1 3 1 3 2

3
3 1 2 1 2 3

4
1 1 4

d 35 35
d
d 7 12 23 16 2
d
d

3
d
d 5 6 0.5
d

q

q

q

q

q

q

q

q

e e e x x u t
t
e e e e x x x y y x x u t
t
e e y y x x u t
t
e e x u t
t

= − + + − +

= + + + − + − + +

= − + − +

= − − − +

               (10) 

设计控制器如下： 

( )
( )
( )
( )

1 2 4 1 2

2 2 4 1 2 4 1 3 1 3

3 1 2 1 2

4 1 4

42 5

13 23 16 2

( 6 0.5

u t e e x x

u t e e x x x y y x x

u t y y x x

u t x e

= − + − +

= − − − + − + −

= − +

= + −

                    (11) 

可知系数矩阵为： 

35 7 0 5
7 1 0 0
0 0 1 0
5 0 0 1

A

− − 
 − =
 −
 
− − 

 

上式满足定理 1，所以响应系统(9)与新分数阶超混沌系统(8)实现同步。 
取驱动系统(8)和响应系统(9)的初值为 ( )1 0 1x = ， ( )2 0 0.5x = ， ( )3 0 0.1x = ， ( )4 0 1x = − ， ( )1 0 1y = − ，

( )2 0 0.9y = ， ( )3 0 1y = ， ( )4 0 1y = 。由图 1 矩阵理论法数值模拟的误差结果可以看出加入控制项后使系

统稳定。 
混沌系统往往会受到外界的干扰而影响同步效果，基于矩阵理论控制器下数值模拟的结果如图 2 所

示。在干扰较小时系统同步结果并未受到影响，如图 2(a)，而在干扰较大时，系统不能达到同步，如图

2(b)所示。 
 

 
Figure 1. The state trajectory of the error system for Matrix theory 
图 1. 矩阵理论法的误差曲线 
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(a)                                                        (b) 

Figure 2. The curve after disturbance of 2e . (a) The error curve of the interference is ( )10.02sin 2πx ; (b) The error curve of 
the interference is ( )10.5sin 2πx  
图 2. 受干扰后 2e 随时间变化曲线。(a)干扰为 ( )10.02sin 2πx 时 2e 的曲线；(b)干扰为 ( )10.5sin 2πx 时 2e 的曲线 

3. 矩阵滑模控制 

矩阵理论与滑模控制相结合设计一个合适的滑模控制器，使误差系统(10)的轨迹到达滑模面并趋于稳

定，根据滑模控制原理，首先设计滑模面： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4, , ,q q q qs D e t s D e t s D e t s D e tψ ψ ψ ψ− − − −= + = + = + = +         (12) 

定义函 ( )tψ 满足如下方程： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 4 2 1 2 3 3 4 1 435 7 5 , 7 , 3 , 5t e e e t e e t e t e eψ ψ ψ ψ= + − = − + = = +               (13) 

由于当系统运动到滑模面时，需要满足： 

( ) ( )0, 0s t s t= =                                    (14) 

由此可得到： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 4

2 2 2 2 2 1 2

3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 1 4

0 35 7 5

0 7

0 3

0 5

q q

q q

q q

q q

s t D e t D e t e e e

s t D e t D e t e e

s t D e t D e t e

s t D e t D e t e e

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

= + = → = − = − − +

= + = → = − = −

= + = → = − = −

= + = → = − = − −

 

 

 

 

                (15) 

结合误差系统(10)得到等效控制器 ( )eqU t 为： 

( )

( )
( )
( )
( )

1 2 4 1 2

2 2 4 1 2 4 1 3 1 3

3 1 2 1 2

4 1 4

42 5
13 23 16 2

6 0.5

eq

u t e e x x
u t e e x x x y y x x

U t
u t y y x x
u t x e

  − + − + 
   − − − + − + −   = =   − +
     − +  

              (16) 

由于滑模变结构控制本身具有抖振现象，为了减小抖振的影响，提高趋近品质，应该选择合适的趋

近律。由于指数趋近律的趋近速度快，同时可以通过调节系数 ε 和 k 来改变达到滑模面的速度，并在一

定程度上抑制了抖振现象，所以本文选取了指数趋近律，如下： 
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( )sgndU rs p s= − −                                  (17) 

其中 0, 0r p> > ， ( )sgn s 是符号函数，并满足如下条件： 

( )
1, 0

sgn 0, 0
1, 0

s
s s

s

>
= =
− <

 

最终得到控制器如下： 

( ) eq dU t U U= +                                    (18) 

根据滑模控制原理，若使误差系统的运动轨迹能够到达滑模面上，必需满足条件： 

( ) ( ) 0s t s t <                                      (19) 

证明：构造如下 Lyapunov 函数 

2 2 2 2
1 2 3 4

1 1 1 1
2 2 2 2

V s s s s= + + +  

对其求导可得： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4

sgn sgn sgn sgn

sgn sgn sgn sgn

q q q q

V s s s s s s s s

s D e t s D e t s D e t s D e t

s rs p s s rs p s s rs p s s rs p s

rs ps s rs ps s rs ps s rs ps s

ψ ψ ψ ψ

= + + +

= + + + + + + +

= − − + − − + − − + − −

= − + + + + + + +



   

   

 

由于 ( )0, 0, sgn 0r p s s> > > ，则可得到 ( ) ( ) 0V s t s t= < ，满足滑模到达条件，所以误差系统的运动

轨迹可以运动到滑模面上。 
选取步长 0.005, 0.2, 3, 0.9t r p q= = = = 驱动系统和响应系统的初值分别为 ( )1 0 0.8x = ， ( )2 0 0.5x = ，

( )3 0 0.1x = ， ( )4 0 1x = − ， ( )1 0 1y = − ， ( )2 0 0.9y = ， ( )3 0 1y = ， ( )4 0 1y = ，由图 3 的数值仿真结果可以

看出，矩阵滑模法与矩阵理论方法相比之下能够更快地使驱动系统和响应系统达到同步，同步效果更明显。 
 

 
Figure 3. The state trajectory of the error system for Matrix sliding mode 
图 3. 矩阵滑模控制法的误差曲线 



刘爽 等 
 

 
115 

在较大干扰 ( )10.5sin 2πx 时，仿真结果如图 4 所示。与矩阵理论控制下的同步效果相比较，可以看出

基于矩阵滑模控制器下，响应系统与驱动系统在较大干扰下仍然可以达到同步，说明此方法具有较强的

鲁棒性。 
由于受输出幅度的限制，现将驱动系统的状态变量缩小 2 倍，则驱动系统变为： 

1
2 1

2
1 1 3 2 4

3
1 2 3

4
1

d 36 36
d
d 16 2 28
d

d
2 3

d
d 0.25
d

q

q

q

q

q

q

q

q

x x x
t
x x x x x x
t
x x x x
t
x x
t

= −

= − − + −

= −

= +

                            (20) 

分数阶超混沌系统的积分算子等效电路如图 5，其中 1.55 MaR = Ω， 0.7346 FaC = µ ， 1.55 MbR = Ω，

0.5221 FbC = µ ， 2.526 McR = Ω， 1.103 FcC = µ 。 
本文采用 Multisim12.0 作为电路仿真平台，根据驱动系统(20)设计仿真电路如图 6 所示。其中电源电

压为 15 V± ，运算放大器为 LM741，乘法器为 AD534。 
对矩阵滑模控制法进行电路仿真，仿真结果如图 7 所示。结果显示驱动系统的响应系统能够很快达

到同步，这与数值模拟的结果相同，再次证明了矩阵滑模控制器的有效性。 
 

 
Figure 4. The curve after disturbance of 2e  
图 4. 受干扰后 2e 随时间变化曲线 

 

 
Figure 5. The equivalent circuit of fractional integral operator unit 
图 5. 分数阶积分算子单元电路的等效电路 



刘爽 等 
 

 
116 

 
Figure 6. Driving system circuit 
图 6. 驱动系统(20)电路 

 

    
(a)                                                  (b) 

    
(c)                                                  (d) 

Figure 7. The synchronous circuit simulation results of Matrix sliding mode. (a) The time domain of 1 1,x y ; (b) The time 
domain of 2 2,x y ; (c) The time domain of 3 3,x y ; (d) The time domain of 4 4,x y  
图 7. 矩阵滑模控制法的电路仿真同步结果。(a) 1 1,x y 的时域图；(b) 2 2,x y 的时域图；(c) 3 3,x y 的时域图；(d) 4 4,x y 的

时域图 
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4. 结论 

本文基于 Lyapunov 稳定性理论，将滑模变结构方法与矩阵理论相结合，设计了一种新的控制器，实

现了分数阶超混沌系统的异结构同步。数值仿真的结果表明矩阵理论结合滑模的方法较矩阵理论方法控

制效果好，并具有控制时间短、鲁棒性强等优点。电路仿真的结果证明了该控制器的有效性，具有广阔

的应用前景。 
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