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Abstract 
Considering linear time-invariable systems, based on the problem of pole assignment for the disk 
region of dynamic output feedback, we gave the concept of tolerance interval of single deviation 
model with uncertain parameters for control system. Through the analysis of the influence on the 
performance of the system by uncertain parameters fluctuation of linear time-invariable systems, 
we gave the algorithm of uncertain parameters tolerance interval in disk region by single devia-
tion model of the system. Furthermore, by comparing the size of tolerance intervals for various 
uncertain parameters, we determine the level of influence on the performance of systems. The 
system designer can design a high quality control system by referring to the level of its influence. 
Finally, a vertical wing of an aircraft example is given to illustrate scientificalness and effective-
ness of the conclusion. 
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摘  要 

针对线性定常系统的动态输出反馈圆盘区域极点配置问题，提出了线性系统各参数单一偏差容忍区间的

概念；通过对控制系统参数偏差对系统性能影响的分析，利用系统单一偏差模型给出了基于动态输出反

馈圆盘区域下系统不确定项容忍区间的设计算法；加之，比较系统各不确定项的容忍区间的大小，明确

了线性系统参数波动对该系统性能的影响程度。系统设计者可以参考其影响程度设计优质的控制系统。

最后，一个飞机垂直翼的仿真实例证明了结论的科学性和有效性。 
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1. 引言 

在实际的控制理论中，对于众多类型性能指标的综合问题，控制必须采用状态反馈形式，文献[1] [2] 
[3]展示了在控制工程中一些对状态反馈的广泛应用。然而由于状态变量的内部变量属性决定了状态一般

是不能直接测量的，从而状态反馈也是具有局限性的。在反馈的实现上，由系统输出的可量测属性所决

定，输出反馈是在物理上可构成的，相应地，状态反馈则是在物理上不能构成的，因此，就反馈的物理

实现而言，输出反馈要优越于状态反馈。文献[4] [5] [6]描述了动态输出反馈在控制工程中可靠控制的一

些相关研究。然而可靠控制保守性强，浪费能源，所以本文的研究可以降低能源的浪费。在线性系统中，

极点配置问题早已经在控制界进行了相当广泛的讨论。文献[7]介绍了区域极点配置问题的相关介绍。文

献[8]给出了不确定系统动态输出反馈圆盘区域极点配置的充要条件。因此，输出反馈与极点配置问题的

结合是有实际应用价值的，笔者以线性定常系统动态输出反馈圆盘区域极点配置为讨论基础也是具有实

践性的。然而在控制工程中，控制系统往往会出现一些不确定因素，这些不确定因素会导致系统性能的

降低，甚至失去稳定性，为了避免现实中的不足，容忍区间的研究进入了人们的视线中。文献[9] [10] [11] 
[12]描述了执行器增益偏差容忍区间及一些性能指标容忍区间的相关问题。容忍区间的概念在控制系统中

的应用满足了系统的可靠性，为创建更好的控制系统提供了理论基础。上述所提文献虽然在系统出现扰

动后，能采取一定的措施使系统依然保持某些较好的性能，但是会加大能源的浪费，本文弥补上述的不

足，讨论了动态输出反馈容忍区间的概念，在保证系统维持优质性能的前提下，节约了大量的能源。 
本文考虑动态输出反馈，完美地将输出反馈与圆盘区域极点配置结合，由于系统本身是具有一定的

鲁棒性的，换言之若系统参数的波动没有使极点脱离指定区域，那么该系统的可靠性比较强，笔者研究

的本质在于分析系统各参数的波动的范围，即参数波动使极点脱离指定区域的临界值，笔者把这个临界

值取一定的范围叫做系统各不确定项的容忍区间。进一步，分析每个不确定项容忍区间的大小，研究出

该参数波动对系统性能的影响程度，系统的设计人员可以参照每个参数的容忍区间的大小，来设计出具

有理想性能的控制系统。最后通过数值仿真验证笔者所提的结论。 
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2. 问题描述 

如下线性系统： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

= +


=



                                       (1) 

其中， ( )x t 为系统的𝑛𝑛维状态向量， ( )u t 为系统的 p 维控制输入向量， ( )y t 为系统的 q 维测量输出向量，

A 为系数矩阵，B 为控制矩阵，C 为系统的测量矩阵。 
对于线性系统(1)，设计动态输出反馈控制器： 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

x t A x t B y

u t C x t D y

 = +


= +





                                       (2) 

由系统(1)和控制器(2)构成如下的闭环系统： 

( ) ( )
( ) ( )

c

c

x t A x t

y t C x t

 =


=



 



                                          (3) 

其中： ( )
( )
( )

x t
x t

x t

 
=  
  

 ，
0 0

0 0
c

A BD C BC
A

B C A
+ 

=  
 

， ( )0cC C= 。这里 0 0 0 0, , ,A B C D 为待设计矩阵。 

引理 1 [13]：矩阵 A 的所有特征值均在半径为 r，中心在 ( ),0q− 的圆盘中，当且仅当存在对称矩阵 X，
使得 

0T

rX qX AX
qX XA rX

− + 
< + − 

                                   (4) 

引理 2 [14]：对于系统(1)，存在动态输出反馈控制器(2)使得闭环系统(3)的极点配置在以 ( ),0q− 为圆

心，r 为半径的圆盘区域内的充分必要条件是存在正定的矩阵 0, 0X Y> > 和矩阵 , ,A B C ，使得线性矩阵

不等式： 

0

rX rI XA BC qX A qI
rY A qI AY BC qY

rX rI
rY

 − − + + +
 
∗ − + + +  <

 ∗ ∗ − −
 
∗ ∗ ∗ −  

                        (5) 

0
X I
I Y

 
> 

 
                                         (6) 

成立。动态输出反馈控制器的参数矩阵为： 

( )1 T T
0 0 0

1
0

T
0

A M A XAY MB CY XBC N N

B M B

C CN

− −

−

−

= − − −

=

=

                          (7) 

其中矩阵 M，N 可由 TI XY MN− = 确定。 
为研究系统的不确定性范围，考虑线性系统的不确定参数，则该闭环系统为 

( ) ( )
( ) ( )

m

c

x t A x t

y t C x t

 =


=



 



                                       (8) 
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其中： ( )
( )
( )

x t
x t

x t

 
=  
  

 ，
0 0

0 0
m

A A BD C BC
A

B C A
+ ∆ + 

=  
 

， ( )0cC C= 。若系统(8)中第 ij 项上下波动时，则控

制系统的单一不确定因素增益偏差模型是： T
ij i jA f e e∆ = ，其中

0

1

0

ie

 
 
 
 =
 
 
  





是第 i 行为 1，剩余元素为 0 的列

向量； ,ij ij ijf f f ∈  
， 1,2,3, ,i n=  ， 1,2,3, ,j n=  。 

为阐述清晰，有如下符号表明： 
1) ( )eig A 为矩阵 A 的特征值； 
2) ijλ 为不确定因素第 ij 项波动时闭环系统的特征值； 
3) Re ijλ  为 ijλ 的实部值； 
4) ( )Im ijλ 为 ijλ 的虚部值 
定义：考虑控制系统的单一不确定因素增益偏差模型，存在 mini iju f =   ， maxi iju f =   ，若

( ),ij i if u u∈ 使闭环系统(8)的极点持续保持在半径为 r，圆心为 ( ),0q− 的圆盘中，那么称区间 ( ),i iu u 为控

制系统不确定参数波动的容忍区间。 

3. 主要结果 

定理：针对半径为 r，圆心为 ( ),0q− 的圆盘区域极点配置问题，考虑闭环系统(8)的不确定区间 ( ),i iu u
为该系统不确定参数容忍区间当且仅当： 1if ， 2if 为方程 max 0id r− = 的解。 

其中： { }1 2min ,i i iu f f= , { }1 2max ,i i iu f f= ， ( )ij meig Aλ = ，
0 0

0 0
m

A A BD C BC
A

B C A
+ ∆ + 

=  
 

， Reij ijx λ =   ，

Imij ijy λ =  ， ( )2 2
ij ij ijd x q y= + + ， ( )max maxi ijd d= ， 1,2,3, ,i m=  ； 1,2,3, ,j n=  。 

证明： 
1) 必要性 
若闭环系统(8)的不确定区间 ( ),i iu u 为该系统不确定参数的容忍区间，考虑线性系统第 i 项不确定参

数波动时，该闭环系统的系数矩阵为 

0 0

0 0
m

A A BD C BC
A

B C A
+ ∆ + 

=  
 

 

该特征值为 ( )ij meig Aλ = ，取 Reij ijx λ =   ， Imij ijy λ =  ，令 ( )2 2
ij ij ijd x q y= + + ，设 maxid 为所有极

点到圆心 ( ),0q− 的最大距离，r 为圆盘半径。若 max 0id r− < ，此时 ( )max ,i i id u u∈ ，即第𝑖𝑖项不确定参数波

动时，所有极点仍旧保持在圆盘内；若 max 0id r− > ，此时 ( )max ,i i id u u∉ ，即该系统不确定参数波动时，

部分极点已经脱离圆盘。若 max 0id r− = ，则一部分极点在圆盘的边界上，另一部分极点仍在圆盘内。由

此可知若系统参数 ijf 在某值处向两侧不断扩展，则该系统极点到圆心的距离是不断增大的，所以当

max 0id r− = 时,必会有两个解 1if ， 2if 。必要性得证。 
2) 充分性 
若 1if ， 2if 为方程 max 0id r− = 的解。令 { }1, 2mini i iu f f= ， { }1, 2maxi i iu f f= ，当 ( )max ,i i id u u∈ 时，线性

系统的所有极点均在圆盘内。若 ( )max ,i i id u u∉ ，系统的部分或全部极点已经脱离圆盘，所以区间 ( ),i iu u 为

圆盘区域极点配置问题中线性系统不确定参数第𝑖𝑖项因素波动的容忍区间。定理由此得以证明。 

https://doi.org/10.12677/dsc.2018.72011


张瑶 等 
 

 

DOI: 10.12677/dsc.2018.72011 104 动力系统与控制 
 

4. 仿真算例 

飞机垂直翼的动态线性模型，其状态空间描述为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t

= +


=



 

其中： 

0 0 1.132 0 1
0 0.0538 0.1712 0 0.0705
0 0 0 1 0
0 0.0485 0 0.8556 1.013
0 0.2909 0 1.0532 0.6859

A

− 
 − − 
 =
 

− − 
 − − 

，

0 0 0
0.12 1 0
0 0 0

4.419 0 1.665
1.575 0 0.0732

B

 
 − 
 =
 

− 
 − 

，

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

C
 
 =  
  

 

其中状态变量 ( )1x t 为飞行高度， ( )2x t 为前行速度， ( )3x t 为倾斜角度， ( )4x t 为倾斜速度， ( )5x t 为垂直

速度，控制输入 ( )1u t 为阻流板角度， ( )2u t 为前向加速度， ( )3u t 为升降舵角度，输出 ( )1y t 为飞行高度，

( )2y t 为前行速度， ( )3y t 为倾斜角度。 
本文引用动态输出反馈，可以将飞机实例的输出量确切的提取出来，避免了状态反馈带来的不足。

根据引理 2 可得：令线性系统极点配置到半径为 r，圆心为 ( ),0q− 的圆盘区域中，如图 1。图 1 描述的是

将不稳定的线性系统极点配置到半径为 r，圆心为 ( ),0q− 的圆盘区域中，该系统渐近稳定。 
如下研究该线性系统中的不确定参数波动在圆盘区域中极点配置问题，定量此系统的第 ij 项不确定

参数波动范围为 5 5ijf− ≤ ≤ 。并且研究系统在该不确定参数波动时容忍区间的问题。结果表明，线性系

统不确定项的不同对该系统性能的影响程度也不同，容忍区间越小对系统性能的影响就越大。由于系统

本身也具有一定的鲁棒性，可以看出即使是相同的参数波动范围，某个参数的波动也可以不影响系统的

性能。如图 2~4。 
 

 
Figure 1. Pole distribution graph of pole disk region 
图 1. 圆盘区域极点分布图 
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Figure 2. Tolerance interval of parameter f22 
图 2. 参数 f22波动容忍区间 

 

 
Figure 3. Tolerance interval of parameter f24 
图 3. 参数 f24波动容忍区间 

 
图 2 描述的是系统不确定参数 [ ]22 5,5f ∈ − 波动对系统性能的影响程度，可以观察到系统不确定参数

f22 波动容忍区间为 [ ]1.3,0.8− 。图 3 描述的是系统不确定参数 [ ]24 5,5f ∈ − 波动对系统性能的影响程度，可

以观察到系统不确定参数 f24 波动容忍区间为 [ ]2.4,1.1− 。图 4 描述的是系统不确定参数 [ ]12 5,5f ∈ − 波动对

系统性能的影响，可以观察到 f12 项自身具有很强的鲁棒性，不确定参数 f12 在范围 [ ]5,5− 之间波动时对系

统的性能是没有影响的，参数在该波动范围时极点始终在圆盘区域内。 
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Figure 4. Tolerance interval of parameter f12 
图 4. 参数 f12波动容忍区间 

 
由上述分析可知，不确定参数 f12 项在该范围的波动下对系统性能是没有影响的，极点仍然保持在圆

盘区域中。而 f22 项和 f24 项的鲁棒性较弱，在该范围的波动下极点已经脱离圆盘，f24 的容忍区间比 f22的

大，对系统的影响较 f22 的影响小。系统设计人员可以利用本文结论参考各不确定项的容忍区间，设计理

想的控制系统。 

5. 结论 

在控制系统中，系统本身是具有一定的鲁棒性的，即系统中各个参数的波动能使系统依然保持较好

的性能。但是一旦系统中的不确定参数波动的过大，那么系统的鲁棒性是有限的，会使系统失去某些性

能甚至是令系统不稳定。 
本文将动态输出反馈与圆盘区域极点配置结合，在此基础上研究系统各个参数的波动范围，在波动

范围内系统的极点依然能在圆盘区域内，在波动范围外极点就脱离了圆盘，从而确立了容忍区间的概念。

通过建立系统的单一偏差模型，求得各个参数的容忍区间。加之对每个参数进行对比，会发现系统的不

同参数其可靠性是不一致的。在设定的参数波动范围内，有的参数的波动会使极点脱离圆盘，通过对比

容忍区间的大小可知，容忍区间越小，对系统的性能影响就越大，该参数就越不可靠。而在同样的参数

波动范围内，部分参数对系统的性能没有影响，即该参数的鲁棒性较强。控制系统的设计人员可以参照

本文的分析方法来设计其理想的控制系统。 
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